
临时前言

笔者在多年的学习和交流过程中发现，流变学有一些基本问题是许多教科书没有强调的。

对这些问题的生疏，是部分流变学同行产生各种误解的根源。以下是笔者觉得需要先在前言中

抛出的两种说法。

一、在流变仪上测得的“应力”、“应变”，跟流变学本构关系里的“应力”、“应变”是两

码事。

本构关系里的“应力”、“应变”都是张量场函数。“场函数”是指自变量是 3 维空间位置

和时间的函数；“张量”是指采用具有几何意义的矢量和线性变换来表示的物理量，这些物理

量要遵守不同坐标系选取之间的坐标变换法则。因此，具有本构关系意义的“应力–应变关系”

是函数与函数之间的关系（泛函关系）。

流变学本构关系呈现出这样的数学形式，并非小部分人的特殊趣味，而是物理客观性的自

然结果，即“材料的流变学性质不应该依赖参考系和坐标系的选取方式，亦不应该依赖被研究

体系的规模和形变方式”。这一客观性要求并非一句哲学口号；它对定量表征应力、应变的物

理量的构建方式，乃至本构关系的可以取的形式，都提出了非常具体的要求或限制，因此是流

变学理论所不可缺少的内容。

而流变仪上测得的“应力”、“应变”则是限于某种理想流场（例如简单剪切、扭转、单轴

拉伸、3 点弯曲等）假定之下才能比较完整地表征材料的应力和应变状态的标量值变量，它们

往往不依赖空间位置。用这样的“应力”和“应变”表示的关系是变量与变量之间的关系（函

数关系）；它们虽然简单，但仅限于在所假定的流场下才适用。这样的“应力–应变关系”不应

被称为“本构关系”。

二、流变学研究分为软物质物理研究和非牛顿流体力学研究两类。

流变学的发展和高分子科学的发展不仅在时间上几乎重合，在研究内容上也高度重合。在

二十世纪，高分子科学是一个物理理论和工业技术都同时具有极其丰富的发展的学科，流变学

也一样。近几十年，胶体体系或软物质物理的研究也与流变学研究结合得非常紧密。流变学研

究的“上下文”（context），可以大致分为各自比较独立两类，一类是软凝聚态物理研究，一

类是工业实际问题研究。软凝聚态物理与流变学的结合，主要是从非平衡态统计力学的角度。

工业实际问题对流变学理论的需求，主要从非牛顿流体力学的角度。流变学求问于非平衡态统

计力学，主要是为材料的本构关系探求微观机理。但流变学要能解决工业实际，并不能停留在

本构关系本身，还需要求解不同实际情况的流动问题。这两种研究需的实验条件和实验内容是

很不同的。为前一种研究建立的实验条件，未必能做后一种研究。

想要理解上述两种说法，并进行批判得出自己的观点，就需要严格掌握流变学的理论基

础。但是这超出了大部分化学类或高分子专业本科的数学基础。这是从流变学诞生开始就面
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临的问题∗。因此，已有大量作者致力于撰写“化学家看得懂的流变学教材”。但是，若想要成

为能够利用流变学知识解决实际问题的专业人士，是无法回避上列两个问题的，而此时我们仍

然面临着数学和物理基础缺口的问题。

流变学理论涉及到的数学基础，常常在面向的物理系学生的教材中介绍，是适应物理学人

才的培养体系写就的。为了物理系人才往量子物理、凝聚态物理、天体物理……等不同方向发

展的可能性，面向物理系学生的数学教材往往形成了远超流变学必需的广度和深度。因此当化

学背景人士仅为了流变学的兴趣，去找数学书补习时，往往会发现他要么选择放弃，要么就只

能先变成一个数学基础扎实的物理系毕业生。事实上，化学学科有其特有的旨趣和不可替代的

角色，成为一名化学家——无论是一名有机合成专家还是一名高分子材料专家——所需要经受

的学术和工程训练已经十分丰富和系统。流变学应该是化学家不得不关心的，需要用到最多数

学和物理的学科了。仅为流变学裁剪出来的最少必要数学和物理学讲义，也许对任何一个物理

系学生的发展是没有帮助的，却是面临流变学问题的化学家所需要的。这样的讲义，当然需要

针对化学类专业本科的数学和物理学教育背景去帮读者补习数学和物理学，或至少指出适应

化学类专业人士的自学路径。

笔者从攻读研究生时期至今，自己闭门造车地完成了这件事情，没有机会受到批评。写就

这本讲义，第一目的就是为了广泛接受批评，并不断修改它。如果它现在还不能对他人有正面

的益处，也希望它有朝一日能有。请把批评意见发至邮箱 mswxsun@scut.edu.cn。

基于上述的思想，本讲义的内容有很多个人做法，在此作部分解释。

讲义主要内容分两部分。第一部分是必要的数学基础。第二部分是流变学的物理理论基

础。关于数学基础部分的内容深度和广度，我作了如下考虑：

1. 从集合论开始介绍。在物理学中，数学不仅用于表示数量关系，还用于传达物理概念†，

因此我们才需要采用近世的、基于集合论的语言来铺叙流变学原理。有很多常见的困惑，

使用简单的数学语言确实是无法回答的；数学语言太简单本身恰恰就是导致这些困惑的

原因。不过，数学语言的抽象化和一般化是无止境的；我们不盲目追求这个。那么，一

个起码的数学语言深度，应当要恰好能满足物理思想的准确表达。在这一宗旨下，集合

和映射的语言是必须的。近几年工科大学的高等数学教学以为集合论知识已下沉到中学，

就普遍不再作正面介绍‡。笔者不完全调查发现也不是所有中学都教了集合论；就算教了，

∗I said, “This branch of physics already exists: it is called mechanics of continuous media, or mechanics of con-

tinua.”“No, this will not do,” Bingham replied, “Such a designation will frighten away the chemists.” So he consulted the

professor of classical languages and arrived at the designation of rheology, taking as the motto of the subject Heraclitus’

πανταρει or “everything flows.”[1]

†A perhaps unorthodox feature of this book is its use of mathematics as a conceptual tool rather than merely as a

device to express complex numerical relations.—Coleman, Markovitz and Noll (1966)[2].
‡例如同济大学《高等数学（第七版）》详见其前言。此外，一般工科数学还会修《概率论与数理统计》课程，可能会在
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内容也非常浅。因此本讲义从集合论开始介绍。

2. 以化学类工科专业大一学习的微积分和线性代数为基础。具体地，我假定读者已掌握华

南理工大学数学系编著的《高等数学（上、下册）》和《线性代数与解析几何》，原则上

只介绍上述课本中没有涉及到的数学知识。我在讲义中尽可能多地提示了所介绍的新内

容跟上述课本中已经介绍过哪些内容相关（精确到章节和小标题）。这么做的目的是为

了让化学类专业的同学具体地衔接数学上的缺口，顺利实现数学语言的近世化。

3. 没有完全建立在张量分析的基础上。张量分析是为了处理在不仅限于 3 维、不仅限于欧

几里得空间、更不仅限于直角坐标系下的物理问题的。这在基于非相对论经典力学的流

变学当中是不必要的。因此本讲义打算仅介绍一个不涉及度规张量的 3 维欧几里得空间

上的曲线坐标系理论。事实上，在这样的语境下，流变学中使用的张量，在数学上都可

仅称作线性算符。按照流变学学科的惯例，它们都仍被称作张量，这表示当这些线性算

符被用于表示 3 维欧几里得空间上的物理概念时，必须不依赖坐标系的选择（即遵循相

应的曲线坐标变换法则）。

4. 直接有助于理解物理概念的数学基础写在正文，仅为了证明数学定理所需的数学基础写

在附录。定理的证明过程用浅灰字体。没有习题。这些做法都是因为数学内容在本讲义

所扮演的角色不是正式的数学教学，而是展示流变学理论的概念体系。讲义引用到的教

材，都是充当正式学习这些数学知识的优秀教材。

概念在被定义时会通过字体的改变来突出。例如，集合（set）是具有某种特性的事物的整

体。有时，定义是以带编号的方式独立列出的，有时则在正文叙述当中引入。定义是极其重要

的。它在文中只出现一次，因此难免要经常反复回顾。有时我不采用带编号式的定义，只是因

为需要定义的概念很多。如果每个定义都带编号，定义将会严重打断行文的流畅性，让本来就

抽象的内容更难以阅读。但是这么做的代价则是使定义失去了引用链接的便利，故在此敬请读

者在阅读时贴上标签，不厌其烦地翻阅和回顾定义。将来笔者将会编制名词索引，彻底解决概

念定义的定位问题，并进一步减少定义以编号的方式出现现象。

如同许多不尽人意的教科书那般，我在前言中宣称要做的事，可能恰恰做得特别差，的确

是水平和时间有限所致，请见谅！请同学们学习时不要只信一本书，要带着质疑同时看几本

书，并让它们相互“对质”，以防被不学无术的作者坑害！下列书籍是在同类主题的书中我特

别推荐的，包括了数学、力学和流变学。如能直接看懂这些书，就完全不必使用本讲义（序号

同时代表着建议的学习顺序）。

1. P. Halmos (1960), Naive Set Theory, D. Van Nostrand Company, Inc.

2. K. Hoffman & R. Kunze (1971), Linear Algebra, 2nd ed., Prentice-Hall Inc.

学习“概率的抽象定义”时再涉及到一些集合论基础。但是化学专业不修该课的也很普遍。
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3. R. Williamson, R. Crowell & H. Trotter (1972), Calculus of Vector Functions, 3rd ed.,

Prentice-Hall Inc.

4. D. Smith (1993), An Introduction to Continuum Mechanics—after Truesdell and Noll,

Springer

5. A. Murdoch (2012), Physical Foundations of Continuum Mechanics, Cambridge University

Press

6. W. Schowalter (1978), Mechanics of Non-Newtonian Fluids, Pergamon Press

7. R. Tanner (2000), Engineering Rheology, 2nd ed., Oxford University Press

8. 许元泽（1988），高分子结构流变学，四川教育出版社

9. 王玉忠、郑长义（1993），高聚物流变学导论，四川大学出版社

虽然这个讲义还没写完，这只是临时前言，但也要列出早应表达的感恩。感谢我的博士生

导师童真教授在我工作后的继续庇护，为我营造了（一定程度上）不用理会“科研产出”的宽

松环境！这样的环境离不开钱，感谢国家的资助！这样的环境也离不开我所在单位的宽容，感

谢华南理工大学人事处和材料科学与工程学院的领导和同事！

更多说明和致谢将在讲义完成之后补充。

孙尉翔

2023-12-04

iv 更新至 2023-12-04



目录

第一部分 数学部分 1

第一章 集合与映射 3

1.1 集合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

第二章 线性代数 19

2.1 向量空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1 数域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.2 向量空间的定义和基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.3 向量的坐标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.4 向量的内积与范 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 线性变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.1 线性变换的定义和基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.2 线性变换的坐标矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.3 线性变换的转置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.3 基变换与坐标变换公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4 线性算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.1 线性算符的行列式、迹和特征值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.2 内积空间上的线性算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

第三章 欧几里得空间 67

3.1 欧几里得空间的构建 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2 角、直线、位置向量和坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3 几种线性算符在 3 维欧几里得空间中的几何意义 . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

v



目录 目录

3.3.1 正交算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.3.2 对称算符与向量的拉伸 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.3.3 斜称算符与向量的“叉乘” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.4 等距变换的表示定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

第四章 向量函数的微积分 83

4.1 向量函数及其可视化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2 向量函数的极限与连续性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.3 向量函数的微分与导数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.3.1 一元函数的导数与微分（回顾） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.3.2 向量函数的微分和导数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.3.3 向量函数的导函数、连续可微函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.3.4 方向导数与梯度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.3.5 复合函数求导的链式法则、反函数定理、隐函数定理 . . . . . . . . . . . 100

4.4 曲线、曲面和积分定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.4.1 曲线积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.4.2 曲面积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.4.3 积分换元公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.4.4 积分定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

第二部分 连续介质力学基础 107

第五章 时空观与参考系 109

5.1 新经典时空 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.2 参考标架 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.3 标架变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

第六章 连续物体的运动学 121

6.1 速度和加速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6.2 形变 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

第三部分 附录 129

附录 A 线性代数部分定理的证明 131

vi 更新至 2023-12-04



目录 目录

A.1 范的定义的等价 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

A.2 内积空间中的正交投影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

A.2.1 线性无关子空间的直和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

A.2.2 内积空间上的正交投影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

A.3 内积空间上的线性算符相关证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

A.3.1 伴算算符的唯一存在性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

A.3.2 定理 2.32“4”的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

A.4 欧几里得空间相关证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

附录 B 向量函数微积分部分的证明 143

B.1 实空间上的一些拓扑概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

B.2 向量函数可微分的必要条件与充分条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

B.3 复合函数求导的链式法则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

B.4 反函数定理和隐函数定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

附录 C 曲线坐标系（未完成） 155

更新至 2023-12-04 vii



目录 目录

viii 更新至 2023-12-04



第一部分

数学部分

1





第一章 集合与映射

1.1 集合

集合是近代数学的基本语言。用集合论重述人的直观经验，是近世数学和基于其构建的理

论物理的普遍特点。连续介质力学中的大量概念都是依赖集合和映射来引入的。如果不熟悉

集合和映射的语言和符号，就很难读懂后面的内容。

一般资料中常见的对集合的定义方式如下：

定义 1.1. 集合（set）是具有某种特性的事物的整体。构成集合的事物或对象称为元素（element）。

集合还必须满足：

• 无序性：一个集合中，每个元素的地位是相同的，元素之间是无序的

• 互异性：一个集合中，任何两个元素都不相同，即每个元素只出现一次

• 确定性：给定一个集合及一个事物，该事物要么属于要么不属于该集合，不允许模棱两

可。

定义1.1的“确定性”，其实是逻辑学的排中律。具体地，若 A 是集合，x 是 A 的一个元

素，则记 x ∈ A；若 y 不是 A 的元素，则记为 y /∈ A。记号“x ∈ A”规定了“A 是集合且 x

是 A 的元素”。

如果只要有 x ∈ A 就有 x ∈ B，则称 A 是 B 的子集（subset），或称 A 包含于 B、B 包

含 A，记为 A ⊂ B。显然，任一集合都是它自己的子集。

如果 A ⊂ B 且 B ⊂ A，则集合 A 就是（is identical to）B，记为 A = B∗。如果集合 A

与 B 的元素都相同，则 A 与 B 就是同一个集合。一个集合由其所有元素唯一确定。这是集

合论的外延公理（axiom of extension）。

如果 A ⊂ B 且 A 6= B，则称 A 是 B 的真子集（proper subset），或称 A 真包含于 B、B

真包含 A，记作 A ⫋ B。

∗此处等号“=”的意义应理解为：等号两边的字母是同一集合的不同代号。若写 A = B，那么 A 就是 B。相应地，不

等号“̸=”两边的字母是不同集合的代号。若写 A ̸= B，那么 A 不是 B。
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1.1 集合 第一章 集合与映射

没有元素的集合称为空集（empty set），记作 ∅。空集是唯一的。简要证明：若 ∅1 和 ∅2
都是空集且 ∅1 6= ∅2，则由空集的上述定义，要么存在 x ∈ ∅1 且 x /∈ ∅2，要么存在 y ∈ ∅2 且

y /∈ ∅1；无论哪种情况与 ∅1 和 ∅2 是空集相矛盾。因此要么 ∅1 和 ∅2 有一个不是空集，要么它

们是同一个集合，即“空集是唯一的”。

给定一个集合 A，我们可以根据 A 的元素所需要满足的附加要求，构建出 A 的子集。例

如，设 A 是所有偶数的集合，附加的要求是“比 1 大、比 9 小”，我们就从 A 中找出了 2、4、

6、8 这四个元素组成的集合 B。一般地，我们将此记作：

{
x ∈ A|x 需要满足的条件

}
注意，预先给定一个基本集合 A 这一步原则上是不可省略的；“|”后的语句形式是对 A 的元

素 x 的规定，而不能是其他意义。这是集合论的分类公理（axiom of specification）。

给定两个集合 A和 B，总存在唯一一个这样的集合 V：只要 x ∈ V，就有 x ∈ A且 x ∈ B；

反之，若 x ∈ A 且 x ∈ B，则有 x ∈ V。这样的集合 V 的存在性来自分类公理；V 可表示成：

V = {x ∈ A|x ∈ B}

V 的唯一性简证如下：若另有一 V ′ = {x ∈ A|x ∈ B}且 V ′ 6= V，则由外延公理必存在 x ∈ V ′

且 x /∈ V。若 x ∈ V ′，则 x ∈ A 且 x ∈ B；若 x /∈ V，则 x /∈ A 或 x /∈ B，这两个推论相互矛

盾∗。因此 V ′ = V 或 V ′ 不存在，即 V 是唯一的。我们把这样的集合 V 称作集合 A 与 B 的

交集（interset），记作 V = A ∩ B。

我们经常还要讨论“集合的集合”，从而有“元素的元素”。

设 C 是集合的集合，且 C 6= ∅。设 A ∈ C，则由分类公理存在以下集合

V = {x ∈ A|x ∈ X ⇔ X ∈ C }

其中 ⇔ 是当且仅当（if and only if，iff）的意思。这一集合 V 的唯一性可类似上一段那样得

证，此略†。我们称 V 是 C 的元素的交集，记作

V =
⋂
X∈C

X

集合的交集有如下性质：

1. A ∩ ∅ = ∅

2. A ∩B = B ∩ A（交换律）

∗由集合定义1.1中的“确定性”。
†下文构建的集合的唯一性，不作说明时，都由外延公理保证。
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第一章 集合与映射 1.1 集合

3. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C（结合律）

4. A ∩ A = A（幂等）

5. A ⊂ B ⇔ A ∩ B = A

如果集合 A 和 B 的交集是空集，即 A∩B = ∅，则称 A 与 B 是不相交的（disjoint）。比

如，我们有时会说，某集合的集合 C 中的元素两两不相交（pair-wise disjoint）。

分类公理只允许我们“收窄”一个给定的集合。以下规定的原则将允许我们从已有集合构

建出“更大的”集合。

我们可以把任意两个集合 a、b 组成一对，变成一个新的集合，记作 {a, b}，并规定这样

的集合可以存在。这是集合论的配对公理（axiom of paring）。于是有 a ∈ {a, b} 和 b ∈ {a, b}。

特别地，一个集合 a 可与其自身“成对”，得到“{a, a}”，但由于集合的元素要满足互异性，

故实际所得到的集合应是 {a}。这种只有一个元素的集合，称为单元素集（singleton）。注意理

解以下事实：∅ ∈ {∅}，{∅} 6= ∅。

我们可以让若干个集合形成并集。具体地，我们规定对任意集合的集合 C，总存在一个

集合 U，它含有 C 的至少一个元素的所有元素∗。这样规定存在的集合 U，还可能包含不属于

C 中任一集合的元素。但是我们总是可以再利用分类公理，把 U 收窄为恰好只包含 C 中的

所有元素的所有元素。具体地，给定一个集合的集合 C，由并集公理必存在上述的 U，利用

分类公理构建以下集合†

{x ∈ U |∃X (X ∈ C ∧ x ∈ X)}

使得对每一 x ∈ U，当且仅当 x 属于 C 的某个元素 X，x 属于上列集合。因此上列集合包括

且仅包括 C 中的所有元素的所有元素。我们称上列集合为 C 的所有元素的并集（union），记

作 ⋃
X∈C

X

这是集合论的并集公理（axiom of unions）。特别地，若 C = ∅，则
⋃

X∈C X = ∅，简单证明：

由并集的定义，若存在 a ∈
⋃

X∈C X，则至少存在一个 X ∈ C = ∅ 满足 x ∈ X，但是显然不

存在属于空集的元素 X，因此不存在所述的 a，即
⋃

X∈C X 是空集。

如果 C 是由两个集合 A 和 B 配对而成，即 C = {A,B}，则 C 的元素的并集常以中缀

的记法写成： ⋃
X∈{A,B}

X = A ∪ B

集合的并集有如下性质：

∗C 的元素是集合。

†符号 ∃ 表示“存在一个”或“给定一个”的意思。符号 ∧ 表示“且”的意思。

更新至 2023-12-04 5



1.1 集合 第一章 集合与映射

1. A ∪ ∅ = A

2. A ∪B = B ∪ A（交换律）

3. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C（结合律）

4. A ∪ A = A（幂等）

5. A ⊂ B ⇔ A ∪ B = B

我们利用并集操作把若干个单元素集结合成一个含有限个元素的集合。例如，

{a, b, c} = {a} ∪ ({b} ∪ {c}) = ({a} ∪ {b}) ∪ {c} =
⋃

X∈{{a},{b},{c}}

X

依此类推，任意有限个元素的集合都可由此方法构建∗。

给定集合 A和 B，集合 C = {x ∈ A|x /∈ B}称 B 在 A中的相对补集（relative complement

of B in A），记为 C = A \B。注意，此处 B 不必包含于 A。

我们常在给定一个全集 E 之下讨论其子集在 E 中的相对补集。如果默认这一前提，则可

简称任一 E 的子集 A ⊂ E 在 E 中的相对补集为 A 的补集，记为 A∁ ≡ E \ A†。

给定全集 E 下集合的补集有如下性质：

1.
(
A∁)∁ = A

2. ∅∁ = E

3. E∁ = ∅

4. A ∩ A∁ = ∅

5. A ∪ A∁ = E

6. A ⊂ B ⇔ B∁ ⊂ A∁

关于集合的并集、交集，以及给定全集下的补集还有一条重要定律——德摩根定律（De

Morgan’s Laws）：对任意集合 A、B，有

(A ∪B)∁ = A∁ ∩ B∁

(A ∩B)∁ = A∁ ∪ B∁

给定一个集合 A，我们规定存在一个集合，暂记作 P ′ (A)，它包含所有 A 的子集。这是

集合论的幂集公理（axiom of powers）。我们于是可遵守分类公理给出恰好包括 A 的所有子集

（包括空集和集合 A 本身），而不包括其他元素的集合：

P (A) = {X ∈ P ′ (A) |X ⊂ A}
∗至此，我们可以回过头来重新理解集合的定义1.1中的“无序性”、“互异性”和“确定性”。头两个规定，其实是外延公

理的推论。例如，若集合 A = {a, b, c}，B = {c, b, a}，则由外延公理 A = B（无序性）。若集合 A = {a, a}，B = {a}，则

由外延公理 A = B（互异性）。最后，定义1.1中的“确定性”，只是逻辑上排中律的要求。
†有时，我们使用恒等号“≡”来表示新引入的符号或者记法代表什么表达式。
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第一章 集合与映射 1.1 集合

我们称 P (A) 为集合 A 的幂集（power set）。

为什么把这样的集合称为“幂集”呢？若 A = ∅，则P (A) = {∅}，有 1 = 20个元素；若 A =

{a}，则P (A) = {∅, {a}}，有 2 = 21 个元素；若 A = {a, b}，则P (A) = {∅, {a} , {b} , {a, b}}，

有 4 = 22 个元素；……

注意到，若 X ∈ P (E)，则有 X∁ ∈ P (E)。于是，默认以 E 为全集时，我们不必逐个

讨论 E 的子集的补集。设 C ⊂ P (E)，则 C 中的元素的补集的集合为

D =
{
X ∈ P (E) |X∁ ∈ C

}
这时，德摩根定律有如下更一般的形式：(⋃

X∈C

X

)∁

=
⋂
X∈C

X∁

(⋂
X∈C

X

)∁

=
⋃
X∈C

X∁

其中我们引入了以下记法惯例：⋂
X∈C

X∁ ≡
⋂
X∈D

X,
⋃
X∈C

X∁ ≡
⋃
X∈D

X

由集合的定义1.1所要求的无序性，给定两个集合 a、b，它们的配对集合 {a, b}是不表示顺

序的。我们可以用 a的单元素集 {a}和 {a, b}这两个集合，配对得到集合 {{a} , {a, b}} ≡ (a, b)，

来表示有序对（ordered pair）。在 (a, b) 的元素中，{a, b} 表明我们讨论哪两个元素的有序对，

而 {a} 表明哪一个元素放在前面。所以，(a, b) 6= (b, a)。

给定两个集合 A、B，是否可以给出所有 a ∈ A 且 b ∈ B 的有序对 (a, b) 的集合？我们留

意到，对任意 a ∈ A 和 b ∈ B 有 {a} ⊂ A，{b} ⊂ B，{a, b} ⊂ A ∪ B，{a} ⊂ A ∪ B。可见，

{a} 和 {a, b} 都是集合 A ∪B 的子集，故 (a, b) ∈ P (A ∪ B)，(a, b) ⊂ P (P (A ∪B))。换言

之，只要 a ∈ A 且 b ∈ B，就有 (a, b) ⊂ P (P (A ∪B))。于是我们可以遵循分类公理，把所

有 a ∈ A 且 b ∈ B 的有序对 (a, b) 的集合规定出来，且其唯一性由外延公理保证∗。故我们可

∗用分类公理、并集公理、配对公理和幂集构建集合 A 与 B 的笛卡尔集的过程，用自然语言描述将十分繁琐。以下是采

用合式公式（well-formed formula）表达的结果，仅供熟悉此知识的读者参考。

A×B = {X ∈ P (P (A ∪B)) |φ (X)}

其中，φ (X) 表示关于 X 的语句，

φ (X) = ∃U∃V ∃W∃Y (U ∈ A ∧ V ∈ B ∧ ϕ (W,U,U) ∧ ϕ (Y, U, V ) ∧ ϕ (X,W, Y ))

而关于 X、U 和 V 的语句

ϕ (X,U, V ) = ∀Z (Z ∈ X ↔ ((X = U) ∨ (X = V )))

更新至 2023-12-04 7



1.2 关系 第一章 集合与映射

定义由集合 A 和 B 形成的所有满足 a ∈ A 且 b ∈ B 的有序对的集合为 A 与 B 的笛卡尔积

（Cartesian product），记为 A× B。

以下是与笛卡尔集有关的一些性质：

1. (A ∪ B)×X = (A×X) ∪ (B ×X)

2. (A ∩ B)× (X ∩ Y ) = (A×X) ∩ (B × Y )

3. (A \B)×X = (A×X) \ (B ×X)

4. A = ∅或B = ∅ ⇔ A× B = ∅

5. A ⊂ X且B ⊂ Y ⇒ A× B ⊂ X × Y ∗

6. A× B ⊂ X × Y且A× B 6= ∅ ⇒ A ⊂ X且B ⊂ Y

不难留意到，笛卡尔积运算不满足交换律和结合律。

多于两个集合的笛卡尔集的严格定义，需要在介绍完映射的概念后才能给出。

1.2 关系

一个集合的元素可与另一个集合的元素形成对应关系。例如，设 A 是所有成年公民的集

合，那么“婚姻”就是定义在 A 的任意两个不同元素之间的关系。每对夫妻都是一个有序对

(a, b) ∈ A × A。在实际社会生活中，我们是先用其他概念对婚姻关系进行定义（例如当地的

《婚姻法》），再辨别任意两个公民之间是否具有婚姻关系的。但是在集合论中，我们没有超出

集合论的其他概念以供我们独立地定义元素间的一种关系。我们只能视符合某关系的所有有

序对的集合为这一关系的定义。例如，我们不采用既有的《婚姻法》来定义何谓婚姻关系，而

是把所有具有合法婚姻关系的公民对全部列出来组成一个集合，作为关于“何谓婚姻关系”的

一种完整的界定。要辩认 a, b ∈ A 是否婚姻关系，就只看有序对 (a, b) 是否属于上述集合。这

种定义关系的方法才是集合论可以普适地采用的。

正式地，若集合 R 的元素都是有序对，则集合 R 就是一个关系（relation）。若有序对

(x, y) ∈ R，则记为 xRy。习惯上，一般的关系常用符号“∼”表示，各种特殊的关系会用特定

的符号表示。设 ∼ 是一个关系，若 (x, y) ∈∼，则 x ∼ y；若 (x, y) /∈∼，则记为 x 6∼ y。关系

的定义告诉我们：

1. 关系 ∼ 是一个有序对的集合。图1.1的箭头表示法可协助我们把“有序对的集合”联系

到“关系”一词的日常意义。

其中，记号 ∀a
(
关于 a 的语句

)
表示“对每一/任一满足关于 a 的语句规定的 a”。注意到，语句 ϕ (X,U, V ) 表示的就是

X = {U, V } 这件事，故语句 φ (X) 就是让 X = {{U} , {U, V }}。
∗符号 ⇒ 的意义：（语句 1）⇒（语句 2）表示“若（语句 1 ），则（语句 2）。”
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第一章 集合与映射 1.2 关系

图 1.1: 图中展示了一个关系 ∼。箭头表示一个有序对中两个元素的先后次序。

2. 任一关系 ∼ 总可以写成两个集合的笛卡尔积的子集。证明的方法：验证关系 ∼ 至少可

以是下列笛卡尔积  ⋃
X∈

∪
X′∈∼ X′

X

×

 ⋃
X∈

∪
X′∈∼ X′

X


的子集∗

3. 关系的元素未必是同一个集合与其自身的笛卡尔集。两个不同集合 X 与 Y 之间也可以

定义某关系 ∼⊂ X × Y。只要 x ∈ X, y ∈ Y, (x, y) ∈∼，则 x ∼ y。若 ∼⊂ X ×X，则称

“∼ 是集合 X 上的关系”；若 ∼⊂ X × Y，则称“∼ 是从集合 X 到集合 Y 的关系”。

例 1.1. 设 A = {a, b} , B = {1, 2}，则 A × B = {(a, 1) , (a, 2) , (b, 1) , (b, 2)}。设关系 ∼=

{(a, 1) , (b, 2)}。我们不难留意到，∼⊂ A×B。按照关系 ∼ 的定义，我们可以写 a ∼ 1, a 6∼ 2。

留意到，A×B 本身就是一个关系。若 ∼= A×B，则 A 的任一元素与 B 的任一元素之

间都有 ∼ 关系，即 ∀a ∈ A∀b ∈ B, a ∼ b。

等于“=”关系是任一集合与其自身的笛卡积的子集。具体地，设 X 是一个非空集合，则

X ×X 中所有满足 x = y 的有序对 (x, y) 的集合就是等于关系。

属于“∈”也是一个关系。具体地，它是 X ×P (X) 满足 x ∈ A 的所有有序对 (x,A) 的

集合。

∗提示：回顾有序对的定义 (a, b) ≡ {{a} , {a, b}}，把表达式

∪
X∈

∪
X′∈∼ X′

X

所形成的集合写出来，可以发现它是关系 ∼ 的所有有序对中的元素的集合。读者可以尝试以图1.1的例子写出图中关系的∪
X∈

∪
X′∈∼ X′ X；它就是 {A,B,C,D,E, F,G,H, I, J}。

更新至 2023-12-04 9



1.2 关系 第一章 集合与映射

空集是有序对的集合（因为空集是集合，且空集不含有任何不是有序对的元素），因此空

集也可以是一个关系。

接上列的第 2 条，给定一个关系 ∼，记 U∼ ≡
⋃

X∈
∪

X′∈∼ X′ X，遵循分类公理所构建的集

合

{a ∈ U∼|∃b (b ∈ U∼ ∧ a ∼ b)}

为关系 ∼ 的定义域（domain），记作 dom ∼。集合

{b ∈ U∼|∃a (a ∈ U∼ ∧ a ∼ b)}

为关系 ∼ 的值域（range），记作 ran ∼。图1.1给出了所示关系的定义域和值域。不难留意

到，对于任一集合上的等于关系，有 (dom =) = (ran =)；对于任一集合上的属于关系，若

(dom ∈) = X，则 (ran ∈) = P (X) \ {∅}∗。

定义 1.2 (等价关系). 设 ∼ 是集合 X 上的一个关系。若

1. 对任一 x ∈ X 都有 x ∼ x，则称关系 ∼ 是自反的（reflextive）。

2. 对任意 x ∈ X 和 y ∈ X，只要 x ∼ y 就有 y ∼ x，则称关系 ∼ 是对称的（symmetric）。

3. 对任意 x ∈ X、y ∈ X 和 z ∈ X，只要 x ∼ y且y ∼ z 就有 x ∼ z，则称关系 ∼ 是传递的

（transitive）

若集合X 上的一个关系 ∼同时满足上述 3个性质，则称 ∼是X 上的一个等价关系（equivalent

relation）。

以图1.1为例，如果图1.1中的每个元素都有一个从自己回到自己的箭头，那么图中的关系

就是自反的；如果图1.1中的所有箭头都是双向箭头，那么图中的关系就是对称的。读者可尝

试把图1.1的关系修改成非自反、非对称，但传递的关系†。

例 1.2. 设 X = {a, b, c}。X 上的等于关系是 X 上的等价关系。它是集合

{(a, a) , (b, b) , (c, c)}

这一集合共有 3 个元素。同时，X ×X 也是 X 上的等价关系，它有 23 = 8 个元素。

一般地，任一非空集合 X 上的等于关系是 X 上的（除空集外）“最小”的等价关系，X×X

是 X 上的最大等价关系。

不等于 6= 只满足对称性。

∗因为 ∅ ∈ P (X)，但没有元素能够属于 ∅。
†注意这几条定义所要求的“对任意……”，只要有一个例外就可以失效。

10 更新至 2023-12-04



第一章 集合与映射 1.2 关系

任意集合的包含关系具有自反性和传递性，但集合的包含关系没有对任意集合均成立的

对称性。事实上，在上一节关于外延公理的段落中已经介绍过，具有对称性的包含关系就是集

合的等于关系。

显然，“婚姻”不是“全体成年公民”集合上的等价关系。“婚姻”只满足对称性。

此时我们回过头讨论集合论最基本的关系——从属关系的自反性、对称性和传递性。从属

关系的自反性是指，一个集合 A属于它自己，A ∈ A。从属关系的对称性是指，A ∈ B ⇔ B ∈ A。

从属关系的传递性是指，A ∈ B ∧ B ∈ C ⇒ A ∈ C。直觉上，这三种性质都不令人舒适，但

它们未被直至目前的讨论所禁止。若想禁止上述性质，需要正则公理（axiom of regularity）：

给定任一非空集合 X，则 X 中必含有一个元素 y ∈ x 满足 y ∪ X = ∅，用符号表述为

X 6= ∅ ⇒ ∃y (y ∈ X ∧ y ∪X = ∅)。正则公理同时禁止了三种性质（证明从略）。本讲义所使用

的集合论遵循正则公理。

图 1.2: 集合的划分与集合上的等价关系

回到等价关系的讨论。如果集合 X 的非空子集的集合 C 满足
⋃

Y ∈C Y = X 且 C 的元素

两两不相交，则称集合 C 是 X 的一个划分（partition）。换言之，如果 X 的若干个非空子集

两两不相交，但它们的并集又恰好得到 X，那么这些子集就好像对集合 X 进行“切蛋糕”所

得到结果（如图1.2右下的情况）。

若集合 C 是集合 X 的一个划分，我们可以由此定义一个关系 ∼≡ X/C ∗，使得当且仅当

X 的元素 x, y 属于 C 的同一个元素时，x ∼ y。正式地，

X/C = {(x, y) ∈ X ×X|∃A (A ∈ C ∧ {x, y} ⊂ A)} (1.1)

图1.2中，将右下所示的集合的划分中同属一个子集的元素两两连线，就能得到左上所示的关

系。这一关系在给定划分 C 下的唯一性由外延公理保证。

∗该记法与刚刚介绍完的 X/ ∼ 无关，是符号“/”的滥用。

更新至 2023-12-04 11



1.2 关系 第一章 集合与映射

可以证明，这一关系是等价关系：

证明. 验证关系 ∼≡ X/C 是等价关系，需一一验证其自反性、对称性和传递性。

1. 自反性：需证明对任意 x ∈ X，有序对 (x, x) ∈∼。这需要：

(a) (x, x) ∈ X × x。由 x ∈ X 这显然满足。

(b) ∃A ∈ C , x ∈ A。由并集的定义（式(1.1)），C 作为一个集合的集合，对任一 x ∈⋃
A∈C A必存在 A ∈ C 满足 x ∈ A。现在 C 是集合 X 的一个划分，即

⋃
A∈C A = X，

故对任一 x ∈ X 必存在 A ∈ C 满足 x ∈ A。自反性证毕。

2. 对称性：需证明 (x, y) ∈∼⇔ (y, x) ∈∼，其中 x, y ∈ X, x 6= y。显然，由于 x, y ∈ X，

(x, y) ∈ X × X 且 (Y, x) ∈ X × X。若 (x, y) ∈∼，则由 ∼ 的定义 ∃A ∈ C {x, y} ⊂ A，

故自然有 (y, x) ∈∼；反之亦然。对称性证毕。

3. 传递性：需证明 (x, y) ∈∼ ∧ (y, z) ∈∼⇒ (x, z) ∈∼，其中 x, y, z ∈ X, x 6= y, x 6= z, y 6= z。

显然，由于 x, z ∈ X，(x, z) ∈ X × X。由 ∼ 的定义，x ∼ y ⇒ ∃A ∈ C , {x, y} ⊂ A，

y ∼ z ⇒ ∃A′C , {y, z} ⊂ A′。由于 C 是 X 的一个划分，由划分的定义，要么 A = A′，要

么 A∩A′ = ∅，故 A = A′，即 {x, y, z} ⊂ A。再由关系 ∼ 的定义有 x ∼ z。传递性证毕。

因此我们称式(1.1)定义的等价关系是由集合 X 的划分 C 引出的等价关系（equivalent

relation induced by the partition C of X）。

上一段介绍的是图1.2右下到左上的定理，下面我们将介绍相当于图1.2中从左上到右下的

定理。

设关系 ∼ 是集合 X 上的一个等价关系，则集合 JxK∼ ≡ {y|y ∈ X ∧ (∃x ∈ X, y ∼ x)} 称

x 关于 ∼ 的等价类（equivalent class）∗。X 的元素关于 ∼ 的所有等价类的集合，记作 X/ ∼†，

称为集合 X 在等价关系 ∼ 下的商集（quotient set）‡。如图1.2左上的情况所示，在一个集合

上定义了等价关系。每个元素，都能通过这一等价关系的传递性联系若干个共同关联的元素，

而形成 X 的一个子集。每个这样的子集，都是 X 关于这一等价关系的等价类。

定理 1.1 (等价关系基本定理). 设 ∼⊂ X ×X 是集合 X 上的一个等价关系，则 X 在 ∼ 下的

商集 S/ ∼ 是 S 的一个划分。

∗“类”与“集合”在概念上无实质区别。

†注意与相对补集的符号相区别。

‡正式地，

X/ ∼≡ {A ∈ P (X) |∀x (x ∈ A ∧ JxK∼ = A)}
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证明. 根据划分的定义，要使 S/ ∼ 是 S 的一个划分，以下 3 条必须同时满足：

1. S/ ∼ 的元素都不是空集，即 ∀ JxK∼ ∈ S/ ∼, JxK∼ 6= ∅；

2. S/ ∼ 的元素两两不交，即 JxK∼ 6= JyK∼ ⇔ JxK∼ ∩ JyK∼ = ∅；

3. 所有 S/ ∼ 的元素并集得到集合 S，即
⋃

Y ∈S/∼ Y = S。

具体证明过程暂略∗。

推论 1.1.1. 由 X/ ∼ 引出的等价关系就是 ∼。

证明. 证明过程是十分直接的，暂略。提示：利用外延公理，即集合相等的概念。

由等价关系基本定理及其推论，我们可以写

∼= X/C ⇔ C = X/ ∼

可见，符号 / 的用法使得等价关系、划分和商集之间有类似“集合的除法”的意义（故称“商

集）。

1.3 映射

定义 1.3 (映射). 设 X 和 Y 是集合，如果由 X 到 Y 的关系 f 同时满足：

1. domf = X；

2. 对每一 X 的元素 x ∈ X，有且只有一个 Y 的元素 y ∈ Y 满足 (x, y) ∈ f，

则称 f 是由 X 到 Y 的映射（mapping），记作 f : X → Y †。对每一 (x, y) ∈ f，称 y 是 x 在

映射 f 下的值（value），记作 f (x)。

映射定义的第 1 条要求如果违反了，可通过对集合 X 的改动重新得到满足，而无需改动

关系 f 本身。例如若 domf ⫋ X，则令 X ′ = domf 并改为讨论由 X ′ 到 Y 的关系 f，就可通

过映射定义的第 1 条。然而映射定义的第 2 条如果违反了，想要重新满足就不得不对关系 f

本身进行改动。图1.3中的第一个例子就只是一个关系，而不是一个映射，除非我们从这一关

系中拿掉一个有序对。

给定映射 f : X → Y，我们继续以下讨论：

∗证明过程

†记号 f : X → Y 包含的信息是：

1. X、Y 是集合；

2. f 是由 X 到 Y 的映射。

更新至 2023-12-04 13
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图 1.3: 映射的不同概念示意图。

• 一般地，Y 未必等于 ranf，集合 Y 称映射 f 的陪域（codomain）。

• 若 E 是 X 的一个子集，若由 E 到 Y 的映射 f |E : E → Y 满足 f |A (x) = f (x) , ∀x ∈ E，

则称映射 f |E 是映射 f 在 E 上的限制（restriction）（记法亦已表明）∗。

• 若 ranf = Y 则称映射 f 是满射（surjective mapping）。图1.3中的第 4 和第 5 个例子都

是满射。

• 若 A ⊂ X，则集合 {y ∈ Y |∀x (x ∈ A ∧ y = f (x))} 称集合 A 在映射 f 下的像（image），

简记为 f (A)。这一集合可用语言描述为：由集合 A 的所有元素在映射 f 下的值组成的

集合。易证它是 Y 的子集。

• 若对任意 x1, x2 ∈ X，f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2，则称 f 是单射（injective mapping）。

可用语言描述为，“单射的输出唯一地确定其输入”。图1.3中的第 3 和第 5 个例子都是

单射。

• 如果 f 既是满射又是单射，则称 f 是一个双射（bijective mapping）。图1.3中的第 5 个

例子是双射。

• 若另一映射 g : Y → Z，可与映射 f 构成从 X 到 Z 的映射 g ◦ f : X → Z，且

g ◦ f (x) = g (f (x)) , ∀x ∈ X

则称 g ◦ f 是 f 和 g 的复合映射（composite mapping）。

• 如果 f (x) = x, ∀x ∈ X，则称映射 f 是恒等映射（identity mapping）。

• 如果映射 g : Y → X 使得复合映射 g ◦ f 是恒等映射，则称映射 f 是可逆的（invertible），

映射 g 是 f 的逆映射（inverse mapping）。常将 f 的逆映射记作 f−1。

关于逆映射，有一条重要的定理——

∗通俗说 f 在 A 上的限制跟 f 是同一个映射，只不过定义在了“更小的”一个集合 A 上罢了。
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定理 1.2. 双射必存在唯一逆映射。双射的逆映射也是双射。

证明. 为了证明这一定理，我们首先证明一个引理：任一单射非满射均存在逆映射。

设 f : X → Y 是一个单射非满射，即 ∃y /∈ ranf, y ∈ Y。由集合的相关定义此处必有

{y|y ∈ ranf} ∪ {y|y /∈ ranf, y ∈ Y } = Y。

现定义 g : Y → X，为使 g 为一个映射，它必须对 y ∈ ranf 和 y /∈ ranf, y ∈ Y 均有定

义。现将其定义为：

g (y) =

 x|f(x)=y , y ∈ ranf

任一x ∈ X, y /∈ ranf, y ∈ Y

则有如下几条结论：

1. g (y) 是映射。因为它对每一 y ∈ Y 均有定义且一个 y ∈ Y 只对应一个 x ∈ X。

2. g 是满射。因为，仅 y ∈ ranf 情况的定义式就已决定了 rang = X。

3. g 是非单射。因为 g 是满射，再考虑 y /∈ ranf, y ∈ Y 情况的定义式，就可知 ∃x ∈ X 满

足 x = g (y) = g (y′)，其中 y 6= y′, y ∈ ranf, y′ /∈ ranf, y′ ∈ Y。

4. g 是 f 的逆映射。因为，对于任一 x ∈ X 均有 g ◦ f (x) ≡ g (f (x)) = x，即 g ◦ f = idX。

5. 一般地，g 是不唯一的。因为 y /∈ f, y ∈ Y 的情况可定义 g (x) 等于任一 x ∈ X，故只要

集合 X 不是只有一个元素，那么 g 都不唯一。

该引理证毕。

现在正式证定理1.2。从上面定义的这个 g 继续，如果 g 是双射，则 g 不仅是满射，还是单

射。由刚刚证完的引理，可用类似方法给 g 找一个逆映射 f ′ : X → Y。而且，由于 rang ≡ X，

我们无需像定义 g 那样为 f ′ 分出 x /∈ rang, x ∈ X 的情况，因为不存在这种情况。故

f ′ (x) = y|g(y)=x

是 g的逆映射，且 f ′是满射。而且，把 g的定义代入上式有 f ′ (x) = y|g(y)=x = y|x|f(x)=y
= f (x)，

即 f ′ 不是别的映射而恰为 f (x)。即 g 的逆映射是唯一的。因 f ′ 是满射故 f 是满射，而 f 本

身就是单射，故 f 是双射。

我们常把映射写成另一种形式，并给以另一个名称。具体地，当我们把由 I 到 X 的映射

x : I → X 改称为索引族（indexed family）时，定义域 I 就称为索引集（indexing set），其

元素 i ∈ I 称为索引（indexes）。映射 x 的关于 i ∈ I 的值，记作 xi，称为该索引族的一项

（term）。映射 x 的值域，称作由 I 索引的集合（set indexed by I），或笼统地称其为一个索

引集（indexed set）。我们经常不加分辨地直接把 {xi}i∈I 称为一个由 I 索引的族（I-indexed

family）。可见，我们无非把映射原有概念的名称换了一套新的名称。我们经常讨论的是以集

合为项的族，称为集合的索引族（indexed family of sets）。
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设 C 是集合的集合。如果有 C 恰好还是一个由集合 I 索引的集合，C = {Xi}i∈I，那么

第一节介绍的 C 的元素的交集和并集就相应有新的表示方式：⋂
X∈C

X =
⋂
i∈I

Xi,
⋃
X∈C

X =
⋃
i∈I

Xi

下面我们介绍多于两个集合的笛卡尔集的定义∗

定义 1.4 (笛卡尔积). 设 {Si}i∈I 是由 I 索引的族，且它是集合的索引族，{si}i∈I 也是由 I 索

引的族，且 si ∈ Si, ∀i ∈ I。我们称 {Si}i∈I 的笛卡尔积是由 {Si}i∈I 得出的所有族 {si}i∈I 的集

合，记为 ∏
i∈I

Si

若 Si = S, ∀i ∈ I，则记
∏

i∈I Si ≡ SI。

例 1.3. 设 I = {a, b} , Xa = {aα, aβ} , Xb = {bα, bβ}，则按照笛卡尔积的老定义，

Xa ×Xb = {(aα, bα) , (aα, bβ) , (aβ, bα) , (aβ, bβ)}

其中按照有序对的老定义，(x, y) = {{x} , {x, y}}。

按照新定义1.4的要求，我们要在 Xa 和 Xb 中各选一个元素组成由 {a, b} 索引的族

{xi}i∈{a,b}。例如，令 xa = aβ, xb = bα 所形成的族 {xi}i∈{a,b} ≡ {xa, xb} = {aβ, bα} 就是其

中一个符合要求的族。所有这样的族，一共有 4 个。因此有∏
i∈{a,b}

Xi = {{aα, bα} , {aα, bβ} , {aβ, bα} , {aβ, bβ}}

笛卡尔积的老定义与新定义是不冲突的。一般地，老定义下的笛卡尔积 Xa × Xb 和新

定义下的笛卡尔集
∏

i∈{a,b} Xi 之间总可以定义一个映射 f :
∏

i∈{a,b} Xi → Xa × Xb, f (z) =

(za, zb) , ∀z ≡ {zi}i∈{a,b} ∈
∏

i∈I Xi。记 z = {zi}i∈{a,b}，则按定义1.4有 zi ∈ Xi, ∀i ∈ {a, b}。可

以证明 f 是双射：

证明. 设 z = {zi}i∈{a,b} , z′ = {z′i}i∈{a,b} 且 za, z
′
a ∈ Xa, zb, z

′
b ∈ Xb。若 z 6= z′。由映射 f 的

定义，f (z) = (za, zb) , f (z′) = (z′a, z
′
b)。由集合相等的定义，z 6= z′ ⇒ (za, zB) 6= (z′a, z

′
b)，即

f (z) 6= f (z′)，即 f 是非单射。

∗第一节中引入的两个集合的笛卡尔集定义，无法推广至不可数无穷多个集合间的笛卡尔积。所以，我们在介绍了映射之

后，在族的基础上可重新定义笛卡尔集。这个新的定义，在集合个数为两个的情况下，也导致一种与老定义不同的“有序对”，

但是新定义和老定义得出有序对之间总是一一对应的，因此无所谓从哪种定义去理解有序对。虽然笛卡尔积的新定义既兼容

两个集合间的情况（甚至把“一个集合的笛卡尔集”也定义了），又能够推广到不可数无穷个集合间的笛卡尔集，但是它却不

能在一开始就采用，因为它依赖映射的定义，而映射是一种关系，关系的定义依赖有序对的定义。所以我们至少需要先以老

定义获得有序对的概念，才能走到现在这一步。
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设 (u, v) ∈ Xa × Xb
∗，则以 {a, b} 索引的族 x ≡ {xi}i∈{a,b} , xa = u, xb = v 满足 xa ∈

Xa, xb ∈ Xb（按照笛卡尔积的老定义），按照定义1.4，有 x ∈ domf。由于所选取的 Xa ×Xb

的元素 (u, v) 是任意的，上述性质对任一 Xa ×Xb 的元素都成立，故 f 是满射。

由双射的定义，f 是双射。

因此，笛卡尔集的新定义1.4在集合数为 2的情况下所得到的集合，跟笛卡尔集的老定义所

得到的集合，它们的元素之间是一一对应的。在此情况下老定义和新定义没有本质差别。根据笛

卡尔积的新定义，“有序对”又可以定义成索引集有两个元素的族。即 (x, y) = {zi}i∈{a,b} , za =

x, zb = y。这时“序”的性质仍被保留，因为 (y, x) = {zi}i∈{a,b} , za = y, zb = x是不同的族，故

有 (x, y) 6= (y, x)。而且，按照新定义，仅通过改变索引集元素的个数，就可方便地推广出“有

序三元组”、“有序四元组”……的定义，这是比老定义更有利的地方。从今以后，笛卡尔积就

不再采用老定义，而采用定义1.4。就算若干个两两不同的集合 X,Y, · · · 尚未成为一个索引族，

由于易验任一集合的非空集合 C 均可充当其自己的索引集而成为一个索引族，故由 X,Y, · · ·

组成的集合 {X,Y, · · · }总能成为一个索引族，从而它们的笛卡尔集仍可通过定义1.4得到定义。

更一般地，给定任一集合的集合 C，若 C 6= ∅，则它的元素的笛卡尔积可由定义1.4记为∏
X∈C

X ≡
∏
i∈C

Ai, Ai = i, ∀i ∈ C

我们常讨论索引集 I 为自然数集 N 的子集†的族，即 I ⊂ N。具体地，若

I = {a, a+ 1, a+ 2, · · · , b− 2, b− 1, b} , a, b ∈ N, a < b

则由 I 索引的族可记为 {Xi}bi=a。相应地，若该族是集合的族，则该族的交集、并集和笛卡尔

积可分别记为：
b⋂

i=a

Xi,
b⋃

i=a

Xi,
b∏

i=a

Xi

特别地，若 Xi = X, ∀i ∈ I，令 n = b− a+ 1，{Xi}bi=a 的笛卡尔积可记为 Xn。例如，Rn 是

所有有序实数 n 元组 (x1, · · · , xn) , x1, · · · , xn ∈ R 的集合。在数学中我们常常会称 Rn 是“n

维”的。因此，定义1.4的好处是它可以支持各种无穷维空间的构造。

∗此处我们需要规定，只要集合 X 和 Y 都是非空集合，那么它们的笛卡尔集 X ×Y 也是非空集合，即必存在一 (x, y) ∈

X × Y, x ∈ X, y ∈ Y。这是集合论的选择公理（axiom of choice）。
†本讲义默认读者常识上理解各种数集，而不再介绍它们的集合论引入。
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第二章 线性代数

2.1 向量空间

2.1.1 数域

读者应该已经熟悉自然数、整数、有理数、实数、复数等数的集合，以及定义在它们之上

的四则运算法则。现在我们特别关心这些数的集合是否具有对四则运算的封闭性，即集合的元

素经过四则运算之后的结果仍属于原集合。

具体地，设 F 是一个集合，且在 F 上的两种二元“+”、“×”满足以下要求：

1. 加法交换律：

x+ y = y + x, ∀x, y ∈ F

2. 加法结合律：

x+ (y + z) = (x+ y) + z, ∀x, y, z ∈ F

3. 加法的单位元（零）：F 中存在一个零元素 0 ∈ F，使得

x+ 0 = x, ∀x ∈ F

4. 对相反数封闭：对任一 x ∈ F，总存在唯一 F 的元素，记作 −x，满足 x+ (−x) = 0

5. 乘法交换律：

x× y = y × x, ∀x, y ∈ F

6. 乘法结合律：

x× (y × z) = (x× y)× z, ∀x, y, z ∈ F

7. 乘法的单位元（壹）：F 中存在一个非零元素 1 ∈ F，满足

x× 1 = x, ∀x ∈ F

8. 对倒数封闭：对 F中的任一非零元素 x，总存在唯一元素，记作 x−1或 1/x，满足 x×x−1 = 1

19



2.1 向量空间 第二章 线性代数

9. 乘法对加法的分配律：

x× (y + z) = x× y + x× z, ∀x, y, z ∈ F

则称集合 F 是一个域（field）。例如，复数 C、实数 R 和有理数 Q 是域。整数 Z、自然数 N

不是域。

我们常将 a+ (−b) 记为 a− b，将 a× b 记为 ab。

如果一个域 F 的子集 F′ 也是域，则称 F′ 是 F 的子域（subfield）。例如，C 是 C 的子域；

R 是 C 的子域；所有形如 x+ y
√
2, x, y ∈ C 的复数集合是 C 的子域。

只要一个集合上所谓的加法和所谓的乘法分别满足上列 9 个要求，它就是一个域。在这

种一般性下若不作更多规定，将会允许一些奇怪的域，本讲义不深入探讨。在接下来的内容

里，每当提到“数域 F”，都具体指复数域 C 的任一子域。

2.1.2 向量空间的定义和基本性质

定义 2.1 (向量空间). 给定一个数域 F 和一个非空集合 V，如果它们满足：

1. V 的元素的二元运算（binary operation）规则，称为加法，记为 a + b, a, b ∈ V。该

运算满足以下规定：∀a, b, c ∈ V：

(a) 封闭性（closure）：a + b ∈ V

(b) 交换律（commutative）∗：a + b = b + a

(c) 结合律（associative）†(a + b) + c = a + (b + c)

(d) 单位元（identity elemnet）：∃0 ∈ V : a + 0 = a

(e) 逆元（inverse element）：∀a ∈ V , ∃ − a : a + (−a) = 0

2. 数域 F 与 V 的元素间的二元运算规则，称为标量乘法，记为 αa, α ∈ F, a ∈ V。该运

算满足以下规定：∀α, β ∈ F, a, b ∈ V：

(a) αa ∈ V

(b) α (βa) = (αβ) a

(c) 1a = a，其中 1 是数域 F 的单位元

(d) α (a + b) = αa + αb

(e) (α + β) a = αa + βa

则称 V 是数域 F 上的向量空间（vector space）；V 的元素 a, b, · · · 是向量（vector）；F 中的

数是 V 的标量（scalar）。
∗对应的英文单词是形容词。

†对应的英文单词是形容词。
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第二章 线性代数 2.1 向量空间

读者可尝试利用定义证明 0a = 0, ∀a ∈ V。由于这条可由定义证明，故尽管它看上去也很

基本，但并不写在定义中。

在定义2.1中，数域 F 是关于标量乘的运算规定 (2-a) 中的标量所属的数域。任何非空集

合，只要配备了定义2.1所规定的运算法则，就是一个向量空间，其元素就是向量。因此，向量

是抽象的一般概念。大一的《线性代数与解析几何》课本中的“行/列向量”和“矩阵”，都只

是特例。例2.1给出了更多向量空间的例子。这种抽象的定义方式，使得只要是在抽象的层面

上论证得到的性质和定理，就必然适用于所有具体的例子当中，使我们学习和发展数学事半功

倍。

定义2.1中还有若干需要注意的细节。比如，(1-d) 和 (1-e) 都只规定了存在性，而没有规

定唯一性。其实单位元是唯一的；相对于一个向量的逆元也是唯一的。这两个命题可以由定

义2.1证明出来，故无需添加到定义中作为规定。请回顾《线性代数与解析几何》第七章“2. 线

性空间的性质”下的所有内容。

例 2.1. 以下是一些向量空间的例子。

1. Rn 是所有有序实数 n 元组 (ai) = (α1, · · · , αn) , αi ∈ R, i = 1, · · · , n 的集合。若

∀ (ai) , (bi) ∈ Rn：

(a) (ai) + (bi) = (α1 + β1, · · · , αn + βn)；

(b) α (ai) = (αα1, · · · , ααn) , ∀α ∈ R；

(c) (0) = (0, · · · , 0)；

(d) − (ai) = (−α1, · · · − αn)；

则 Rn 连同上述的运算规定形成数域 R 上的一个向量空间，又称为实坐标空间。符号 R

或 C 既可表示数域，又可表示一个一维实或复坐标空间。可以验证，一维实坐标空间 R

不是数域 C 上的向量空间。

2. 数域 F 上的所有 m×n 矩阵的集合 Fm×n（连同矩阵的加法和矩阵的标量乘法规定∗）是

一个向量空间。其零向量是 m× n 全零矩阵[3]§7.1 例 1.3。

3. 验证：在开区间 (a, b) 上的所有实值一元连续函数的集合是实数域上的向量空间[3]§7.1。

4. 验证：记 C n (a, b) 为开区间 (a, b) 上的所有 n 阶连续可导实值一元函数的集合，它是实

数域上的向量空间。

接下来直至定义2.6，我们将逐步发现，定义2.1中的性质和运算法则将进一步导致向量空

间有一定的维数。

由于“封闭性”的要求，一个向量空间内的任一向量总能被这一向量空间中的其他向量

按所规定的运算法则表达出来。具体地，若 V 是数域 F 上的向量空间，a1, · · · , an ∈ V，

∗见[3]§2.1 矩阵与矩阵的运算
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2.1 向量空间 第二章 线性代数

α1, · · · , αn ∈ F，则依据向量空间的封闭性，
∑n

i=1 αiai 也属于 V，即这一求和的结果也是

一个向量，该向量可以用前面这个求和表达式来表达。由此引出线性组合、线性表出和线性无

关的概念。

定义 2.2 (线性组合、线性表出、线性无关). ∗ 若 V 是 F 上的向量空间，a1, · · · , an ∈ V，

α1, · · · , αn ∈ F，则
∑n

i=1 αiai 称为这 n 个向量 {a1, · · · , an} 的线性组合（linear combination）。

令 b =
∑n

i=1 αiai，则称 b 被 {ai} 线性表出†。若
∑n

i=1 αiai = 0 当且仅当 αi = 0∀i，则称向量

{ai}线性无关（linear independent）。反之，若存在某不全为零的一组 {αi} , αi ∈ F, i = 1, · · · , n

使得
∑n

i=1 αiai = 0 则称向量 {ai} 线性相关（linear dependent）。

由定义2.2可证得如下结论[3]§7.2 定义 2.3 下的“常用结果”：

1. 任何真包含一组线性无关向量的向量集合是线性相关的。

2. 任何线性无关向量组的子集也是线性无关向量组。

3. 任何含有 0 向量的向量组线性相关，因为总有 1 6= 0 使得 10 = 0。

4. 一个向量组 S 是线性无关向量组，当且仅当 S 的所有子集都是线性无关向量组。

向量空间定义中所要求的封闭性保证了向量可类似于我们习惯的数字那样被用作数学表

达和运算。因此，封闭性是一个很重要的性质。那么，一个向量空间之内，会不会有一部分子

集本身就满足了封闭性呢（就好像复数与实数之间的关系）？我们通过考察 Cn 和 Rn 可以举

出很多正面的例子。一般地，如果一个向量空间的子集本身也满足封闭性，那么它自己也是一

个向量空间（即满足定义2.1）。

定义 2.3 (子空间). [3]§7.1 定义 1.2 及其后例题 令 V 是数域 F 上的一个向量空间，如果 V 的子集

W ⊆ V 也是一个向量空间（并与 V 采用相同的加法和标量乘定义），则称 W 是 V 的一个子

空间（subspace）。

按照这一定义，易证 W 的任意两个向量 a, b ∈ W 和任一标量 α ∈ F 构成的线性组合

αa + b 也在 W 内[3]§7.1 定理 1.1。

就算向量空间 V 的某子集 S 因不满足封闭性而成为不了 V 的子空间，S 内的向量的所

有线性组合表出的向量可以形成一个比 S 更大的集合，且满足封闭性，因而我们可以说由 S

生成了一个 V 的子空间，定义如下。

定义 2.4 (线性生成空间). 若 S 是向量空间 V 的非空子集，即 S ⊆ V , S 6= ∅，那么 S 内的向

量的所有线性组合的集合 WS 也是一个向量空间，称为由 S 线性生成的子空间（the subspace

spanned by S），记为 WS ≡ spanS。
∗[3]§7.2 定义 2.2、2.3

†集合 {a1, · · · , an} ⊂ V 可写为 {ai}ni=1 或 {ai}，{ai} 的一个有序序列则记为 (ai)。
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换句话说，WS 中的向量都能由 S 的向量线性表出。一个直接的结论就是 S ⊆ WS，因为

一个向量总能被它自己线性表出。

例 2.2.

• 易验证，三维实坐标空间 R3 的子集 P = {(x1, x2, x3) |x1 = 0, x2, x3 ∈ R} 具有封闭性，

因此它是 R3 的子空间。

• 设 Q 是 R3 的子集 {(2, 1, 3) , (1, 0, 1)} 线性生成的子空间，常记为

Q = span {(2, 1, 3) , (1, 0, 1)}

则可验 {(7, 2, 9)} ∈ Q。

• 如果用有序实数三元组表示从原点 (0, 0, 0) 出发的矢量，则上例中的 (2, 1, 3) , (1, 0, 1) 的

两个矢量不共线（易验它们线性无关），子空间 Q 是由这两个矢量所确定的平面。

从上面的例子看到，一个向量空间与其子空间之间的关系，暗示了某种维度的概念。我们

首先可以明确“一个向量空间维数”的一般意义，但需要先引入“基”的概念。

定义 2.5 (向量空间的基). [3]§7.2 定义 2.4 如果向量空间 V 是其子空间 B 的线性生成空间（即

V = spanB，且 B 内的所有向量线性无关，则称 B 是 V 的一组基（basis）。如果 B 含有有

限个向量，则称 V 是有限维向量空间。

上一定义仅引入了“有限维”的概念，但没有具体涉及到“维数是几”的问题。因为按目

前已有的定义，V 内可能可以找出不止一组满足定义的基，而这些基是否必然都具有相同个

数的向量？只有当这个问题的答案是肯定的，我们才能通过把它们的个数统一定义为 V 的维

数，来使得向量空间具有确定的维数。下面的定理解决了这个问题。

定理 2.1. 有限维向量空间的每组基具有相同个数的线性无关向量。

证明. 此略[3]“(3) 的证明”，p. 171[4]§2.3,Theorem 4,p. 44。

有了这一定理，我们就可以直接把有限维向量空间的维数定义为它的任一组基的向量个

数——

定义 2.6 (有限维向量空间的维数). 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，它的维数（dimen-

sion），记为 dimV，是它的任一组基的向量个数。规定：零向量空间（只由一个零向量组成的

向量空间）是的维数是 0。

由定理2.1还可直接得到如下推论，它们的证明与定理2.1的证明过程很类似，故从略。
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推论 2.1.1. 设 V 是一个有限维向量空间，其维数 dimV = n，则

1. V 的任一含有多于 n 个向量的子集都是线性相关向量组。

2. V 的任一向量个数少于 n 的子集都不能线性生成整个 V（即这样的子集的线性生成空

间总是 V 的真子集）。

3. V 的任一子空间 W 的维数不大于 V 的维数，即 dimW ≤ dimV；当且仅当 W = V 时

取等号。

这一推论的第 3 条的一个例子就是之前的例2.2。

例 2.3. 验证以下命题——

• 如果把一维实坐标空间 R 看作是实数域 R 上的向量空间，则 {1} 是其一组基，故一维

实坐标空间 R 是实数域 R 上的一维向量空间。

• 如果把一维复坐标空间 C 看作是实数域 R 上的向量空间，则 {1, i} 是其一组基，故一

维复坐标空间 C 是实数域 R 上的二维向量空间。

• 如果把一维复坐标空间 C 看作是复数域 C 上的向量空间，则 {1} 是其一组基，故一维

复坐标空间 C 是复数域 C 上的一维向量空间。

2.1.3 向量的坐标

到此为止，我们未具体地阐明“向量”是什么，也未具体地规定加法和标量乘法如何进

行。“这种抽象性使我们可以把不同的数学对象统一到线性空间这一概念之下。”[3]p. 167不过，

通过引入“坐标”的概念，我们又使得任一抽象向量都能用一组有序数组来唯一地表示，从而

使抽象的向量之间的运算得以由具体的有序数组的运算来代替（就像我们以往在《线性代数》

课中所熟悉的那样）。

定义 2.7 (向量在给定有序基下的坐标). 若 V 是一个 n 维向量空间，V 内的一组线性无关的

有序向量序列 (ai) 线性生成整个 V，则称这组有序向量序列 B 为 V 的一组有序基（ordered

basis）。由定义2.5，任一向量 x ∈ V 均可表达为 x =
∑n

i=1 xiai，进而，任一 x ∈ V 在给定有

序基下都唯一对应 Fn 中的一个有序 n 元数组 (xi)
∗，我们称这一有序 n 元数组 (xi) 为向量 x

在有序基 B 下的坐标（coordinate）。

基的原始定义（2.5）仅要求基是一个集合，没有有序性的规定。故我们可以书写“B =

{a1, · · · an} 是某向量空间的一组基”。但由于集合的元素是无序的，用一组基向量表出任意一

个 n 维向量时所使用的 n 个标量，若只形成一个集合，那么这一标量集合的元素变换不同的

∗这里的唯一性可参考[3]§7.2 定义 2.3 下“(3) 的证明”。
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顺序去与基向量组合，将线性表出不同的向量。因此我们必须给基向量规定顺序，形成有序

基，才能说出“一个向量的第 i 个坐标”。换句话说，向量坐标的定义需要基于有序基，而非

仅是基向量的一个集合。所以定义2.7才特别增加了“有序”的要求。在本讲义中，我们都用

同一个符号来表示作为集合而言的一组基（例如“B = {a1, · · · , an} 是某向量空间的一组基”）

和一组有序基（例如“B = (a1, · · · , an) 是某向量空间的一组有序基”）。

在定义2.7中提到的向量 x 与其在有序基 B 下的坐标 (x1, · · · , xn) 之间的唯一对应性，可

以很方便地证明。沿用定义2.7中的记法，若另有某 (y1, · · · , yn) ∈ Fn 满足 x =
∑n

i=1 yiai，其

中至少有一 yk /∈ {x1, · · · , xn}，则 x− x =
∑n

i=1 (xi − yi) ai = 0 且 (x1 − y1, · · · , xn − yn) 中有

一个数 xk − yk 6= 0，与 {a1, · · · , an} 线性无关矛盾。故 (x1, · · · , xn) 对 x 是唯一的。

有了坐标的定义，在给定基下，n 维向量空间 V 中的每一个向量就都与 Fn 中的一个有

序 n 元数组形成了一一对应的关系。由 V 和 F 的封闭性，没有一个向量不对应一个数组，反

之亦然。易验，通过向量的加法和标量乘法所得到的新向量所对应的坐标，就是原向量的坐标

按照 Fn 上的加法和标量乘法运算的结果∗。但是要注意，n 维实坐标空间 Rn 中的一个向量

x ∈ Rn 本身就是一个有序实数 n 元组 x = (x1, · · · , xn) , xi ∈ R, i = 1, · · · , n。在选定 Fn 某组

有序基 B = (e1, · · · , en) 下（这些基向量本身也都是有序实数 n 元组)，向量 x 的坐标可能又

是另一个不同的有序实数 n 元组 (χ1, · · · , χn)。正确的表示是 x =
∑n

i=1 χiei，或称向量 x 在

有序基 B 下的坐标是 (χ1, · · · , χn)，但不能写成 x = (χ1, · · · , χn)
†。

例 2.4. 设 B = {α1, α2, α3} 是 R3 的一组有序基，其中

α1 = (1, 0,−1) , α2 = (1, 1, 1) , α3 = (1, 0, 0)

请问向量 (a, b, c) 在 B 下的坐标表达式？

在本讲义中，无论是 n 维向量 x 本身还是其在某基的下的坐标，都一律写成 n × 1 矩阵

（列向量）；为方便，在文字段落中表示为 1× n 矩阵（行向量）的转置，即 x = (x1, · · · , xn)
⊺。

这里的转置可直接按以前在《线性代数》课中学过的意义来理解。但本讲义会对向量转置的概

念进行正式的定义。

2.1.4 向量的内积与范

在本节中，我们在向量空间的基础上再增加一些性质和运算法则，使得“正交”、“单位向

量”的概念得以引入，同时也介绍其他相关的概念。

∗“利用基和坐标可把线性空间的运算变得更具体。”[3]p.173。

†这里的概念区分可参见[3]§7.1 例题 2.1。
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定义 2.8 (内积). 数域 F 上的向量空间 V 中两向量 a, b ∈ V 的内积（inner product）记为

(a|b)，其中运算 (·|·) 是由 V × V 到 F 的映射，满足以下规定∗：∀a, b, c ∈ V , α ∈ F

1. (a|b) = (b|a)

2. (αa|b) = α (a|b)

3. (a + b|c) = (a|c) + (b|c)

4. (a|a) ∈ R 且 (a|a) ≥ 0，当且仅当 a = 0 时取等号。

带有一种内积运算规定的向量空间叫做内积空间（inner product space）。

由内积运算要求的第 3条易知 ∀a ∈ V , (a|0) = 0，因为 ∀a, b ∈ V 均有 (a|b) = (a|0 + b) =

(a|0) + (a|b) ⇒ (a|0) = 0。由内积定义还可以推出：∀a, b, c ∈ V , α ∈ F

(a|αb + c) = α (a|b) + (a|c)

即从内积的后一个向量提出标量到内积之外时，这一标量要取复数共轭。

内积的定义中设置复数共轭是必要的。否则将面临如下的矛盾：由 (a|a) > 0∀a 6= 0，竟

然有 (ia|ia) = −1 (a|a) > 0。但是，到底是规定从内积的前一个向量提出的标量要取复数共轭

（很多物理书习惯），还是从内积的后一个向量提出的标量要取复数共轭（本讲义的定义方式，

也是很多数学书的习惯）？这个惯例的不同，有时会造成重要的差别。我们可以把两种惯例的

内积定义用不同的括号来区分，使得这两种惯例的内积的关系是：

(x|y) ≡ 〈y|x〉

上面的三角括号定义与量子力学中的狄拉克 bra-ket 标记的规定是相同的。由于本讲义的流变

学部分不涉及复数域上的向量空间，因此不再详述，可参考[5]§1.3.1。

例 2.5.

1. 在 Fn 上可定义这样的内积：对于 a = (α1, · · · , αn)
⊺ , b = (β1, · · · , βn)

⊺ ∈ F，(a|b) ≡∑
j αjβj，称为 Fn 上的标准内积（standard inner product）。Rn 上的标准内积又可记为

点乘（dot product）a · b。

2. 记 C (a, b) 为所有定义在实开区间 (a, b) 上的复数值一元函数的集合，若通过 (a, b) 上的

恒正函数 w (x)定义内积运算 (f |g) =
∫ b

a
w (x) f (x) g (x)dx, ∀f, g ∈ C (a, b)，验证 C (a, b)

是一个内积空间。

由内积的一般定义可直接证明柯西–施瓦茨不等式（Cauchy–Schwarz inequality），故该不

等式在任一内积空间上都成立。

∗上划线表示复数共轭
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定理 2.2. 设 V 是数域 F 上的一个内积空间，则有 ∀a, b ∈ V，

1. 柯西–施瓦茨不等式：|(a|b)|2 ≤ (a|a) (b|b)

2. (a|b) = Re (a|b) + Re (a|ib)

证明. 当 a = 0 时，不等式取等号成立。当 a 6= 0 时，令

c = b − (b|a)
(a|a)a

则可验证 (c|a) = 0，且

0 ≤ (c|c) =
(

b − (b|a)
(a|a)a

∣∣∣∣ b − (b|a)
(a|a)a

)
= (b|b)− |(b|a)|2

(a|a)

⇔ |(a|b)|2 ≤ (a|a) (b|b)

由 (a|b) = Re (a|b)+ iIm (a|b)和 Im (α) = Re (−iα) ∀α ∈ F，有 Im (a|b) = Re (−i (a|b)) =

Re (a|ib)，故 (a|b) = Re (a|b) + iRe (a|ib)。

除了内积空间，我们还可以为一个向量空间引入范的规定，得到赋范向量空间。

定义 2.9 (向量的范). 设 V 是数域 F 向量空间，V 上的范（norm）作用于 V 中的任一向量，

记为 ‖x‖，并满足：

1. 非负性：‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ V

2. 调和性：‖αx‖ = |α| ‖x‖ , ∀x ∈ V , α ∈ F

3. 三角不等式：‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , ∀x, y ∈ V

带有一种范的定义的向量空间叫赋范向量空间（normed vector space）。

我们注意到，赋范向量空间也有一个总成立的不等式——三角不等式。与内积空间的柯

西–施瓦茨不等式不同，赋范向量空间的三角不等式是在范的定义中直接规定的，而无法作为

定理由之前两个规定证明出来。我们主观上就希望向量的范满足这样的性质，因为“范”是我

们为向量定义的一种“长度”的概念，所以希望它能与欧几里得几何公设规定的性质相兼容。

一个赋范向量空间 V 中，范为 1 的向量称为单位向量（unit vector），在本讲义中单位

向量会加一个小帽子来特别表示：‖â‖ = 1, â ∈ V。赋范向量空间 V 的任一向量 x 均可通过

x̂ = x/ ‖x‖ 归一化为一个单位向量（由范的调和性易验）。

不管是内积的定义、还是范的定义，都没有具体规定计算方法。只要满足定义的一般要求，

我们可以为同一个向量空间赋予不同内积或范的规定。向量的范的其中一种常用的定义是：设
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V 是内积空间，向量 a ∈ V 的范 ‖a‖ ≡ (a|a)
1
2。我们把这一定义称为欧几里得范（Euclidean

norm）。其他范的定义则为非欧几里得范，例如在 Rn 上，还可以有如下范的定义。对任一

x = (x1, · · · , xn)，‖x‖ = max {|x1| , · · · , |xn|}∗。一般地，由于给一个向量空间引入内积定义的

方式本身就可以有多种，依赖内积的范的定义也会有多种。对于有些向量空间，范的定义可以

不依赖内积。

由于有限维向量空间上定义的不同的范之间是等价的（见 §A.1），故我们实际只需以欧几

里得范为代表进行后续的讨论，未经说明的话，一般提到有限维向量空间上的范都指欧几里得

范。

以下定理说明，在一定条件下，我们能够用范的一般定义构造一个内积，使任何一个尚未

定义内积的赋范空间成为一个内积空间。而且特别地，这一种范就是欧几里得范。

定理 2.3. 一个赋范向量空间是一个内积空间，当且仅当该空间的范满足极化恒等式（polar-

ization identity），即

‖a + b‖2 + ‖a − b‖2 = 2 ‖a‖2 + 2 ‖b‖2

证明. 设 V 是数域 F 上的一个赋范向量空间，若定义二元运算：

(a|b) = 1

4
‖a + b‖2 − 1

4
‖a − b‖2 + i

4
‖a + ib‖2 − i

4
‖a − ib‖2

=
1

4

4∑
n=1

in ‖a + inb‖2 , ∀a, b ∈ V

可验证上式满足内积定义，且 ‖a‖2 = (a|a)
1
2，即该范就是欧几里得范。

上面的等式在几何上等价于平行四边形法则（parallelogram law）。特别地，对于 a, b ∈ Rn

有 a · b = 1
4
‖a + b‖2 − 1

4
‖a − b‖2。

柯西–施瓦茨不等式、三角不等式和极化恒等式在很多定理的证明中经常用到，但它们的

含义及适用范围需要区分清楚。由定理2.2，柯西–施瓦茨不等式是对任一内积空间均成立的。

由定义2.9，三角不等式是对任一赋范向量空间均成立的。而由定理2.3可知，满足极化恒等式

的赋范空间必然也是一个内积空间，从而两种空间得到了统一。特别地，欧几里得范是同时满

足三角不等式和极化恒等式的范。

下面我们由内积空间的性质引入正交（orthogonal）及相关的概念。

定义 2.10 (正交). 给定内积空间 V 中的向量 a, b ∈ V，若 (a|b) = 0，则称 a 与 b 是正交

的（orthogonal）。若 S 是 V 的一个子集，且 S 中的向量两两正交，则称 S 是 V 的一个正

∗请验证它满足定义2.9。
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交集（orthogonal set）。若 V 还是一个赋范向量空间，且 V 的一个正交集 S 中的向量均满足

‖ê‖ = 1∀ê ∈ S，则称 S 是规范正交集（orthonormal set）。

易验，零向量与同一内积空间的任意向量都正交。

例 2.6. [3]§7.2 例题 2.2 在数域 F 上的 n× n 矩阵的空间 Fn×n 中，记 Epq 为仅第 p 行、第 q 列

为 1，其余为 0 的 n× n 矩阵。则由这 n2 个矩阵 Epq, p = 1, · · · , n, q = 1, · · · , n 组成的集合

是规范正交集。其中 Fn×n 上的内积定义是 (A|B) ≡
∑

j,k AjkBjk, ∀A,B ∈ Fn×n。

以下定理证明任意一组两两正交的非零向量线性无关。限定“非零”是因为，含零向量的

任何向量组线性相关，但零向量又与任一向量正交。还需注意的是线性无关向量组未必都是两

两正交的。

定理 2.4. 正交集中的所有非零向量线性无关。

证明. 设 V 是内积空间，S 是 V 的一个正交集，a1, · · · , am ∈ S。令 b = β1a1 + · · · + βmam，

则

(b|ak) =

(∑
j

βjaj

∣∣∣∣∣ ak

)

=
∑
j

βj (aj|ak)

= βj (ak|ak) , k = 1, · · · ,m

∵ (ak|ak) 6= 0

∴ βk =
(b|a)
‖a‖2

, k = 1, · · · ,m

考察上式可验证 b = 0 ⇔ β1 = · · · = βm = 0。

由定理2.4以及子空间、线性生成空间的定义（2.3、2.4），内积空间 V 的任一正交集 S 总

能线性生成 V 的一个子空间。若内积空间 V 的一组基 B 是正交集，则称 B 为 V 的正交基

（orthogonal basis）。如果 V 是赋范内积空间，其一组基 B 是规范正交集，则称 B 是 V 的一

组规范正交基（orthonormal basis）。

定理2.4的证明也给出了由一个赋范内积空间的任一组基经格拉姆–施密特正交化过程∗获

得一组规范正交基的方法，作为定理如下。

∗Gram–Schmidt process
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定理 2.5. 设 V 是内积空间，b1, · · · , bn ∈ V 是一组线性无关向量。那么总是可以由它们构建

一组两两正交的向量 a1, · · · , an ∈ V 使得对于每一 k = 1, · · · , n，向量组 {a1, · · · , ak} 都是由

{b1, · · · , bk} 线性生成的空间的一组基。

证明. 采用数学归纳法。作为 k = 1 的情况，令 a1 = b1，则命题显然成立。假设当 k = m

时命题成立，即 {a1, · · · , am} ,m < n 是已经构建好的满足命题要求的正交向量，则对每一

k = 1, · · · ,m，{a1, · · · , ak} 是由 {b1, · · · , bk} 线性生成的子空间的正交基。令

am+1 = bm+1 −
m∑
k=1

(bm+1| ak )

(ak|ak)
ak

则有 am+1 6= 0，否则 b1, · · · , bm, bm+1 线性相关，因 bm+1 可由 b1, · · · , bm 线性表出。由上式

还可知，对每一 j = 1, · · · ,m 均有

(am+1|aj) = (bm+1|aj)−
m∑
k=1

(bm+1|ak)

(ak|ak)
(ak|aj)

= (bm+1|aj)− (bm+1|aj)

= 0

所以 {a1, · · · , am+1}是一个非零正交集。由定理2.4，它们线性无关。故 {a1, · · · , am+1}也是由

{b1, · · · bm+1} 线性生成的子空间的正交基。

特别地，对 n = 4，

a1 = b1

a2 = b2 −
(b2|a1)

(a1|a1)
a1

a3 = b3 −
(b3|a1)

(a1|a1)
a1 −

(b3|a2)

(a2|a2)
a2

a4 = b4 −
(b4|a1)

(a1|a1)
a1 −

(b4|a2)

(a2|a2)
a2 −

(b4|a3)

(a3|a3)
a3

推论 2.5.1. 每个有限维赋范内积空间都有一组规范正交基。

证明. 只需要对采用格拉姆–施密特正交化过程得到的正交基，再对其基向量归一化即可。

例 2.7. 考虑 R3 中的三个向量 b1 = (3, 0, 4)⊺ , b2 = (−1, 0, 7)⊺ , b3 = (2, 9, 11)⊺。首先可以验证

它们线性无关，即 
3x1 − x2 + 2x3 = 0

9x3 = 0

4x1 + 7x2 + 11x3 = 0
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只有唯一解 x1 = x2 = x3 = 0。

通过格拉姆–斯密特正交化过程可由 b1, b2, b3 得到 R3 的一组正交基：

a1 = (3, 0, 4)⊺

a2 = (−1, 0, 7)⊺ − (−1, 0, 7)⊺ · (3, 0, 4)⊺

(3, 0, 4)⊺ · (3, 0, 4)⊺
(3, 0, 4)⊺

= (−1, 0, 7)⊺ − (3, 0, 4)⊺

= (−4, 0, 3)⊺

a3 = (2, 9, 11)⊺ − (2, 9, 11)⊺ · (3, 0, 4)⊺

(3, 0, 4)⊺ · (3, 0, 4)⊺
(3, 0, 4)⊺ − (2, 9, 11)⊺ · (−4, 0, 5)⊺

(−4, 0, 3)⊺ · (−4, 0, 3)⊺
(−4, 0, 3)⊺

= (2, 9, 11)⊺ − 2 (3, 0, 4)⊺ − (−4, 0, 3)⊺

= (0, 9, 0)⊺

可见 a1, a2, a3 均为非零向量，故它们是 R3 的一组正交基。归一化后得到 â1 = 1
5
a1, â2 =

1
5
a2, â3 = (0, 1, 0)⊺ 是一组规范正交基。任一向量 x = (x1, x2, x3)

⊺ ∈ R3 在基 {a1, a2, a3} 下的

坐标为：

(x1, x2, x3)
⊺ =

3x1 + 4x3

25
a1 +

−4x1 + 3x3

25
a2 +

x2

9
a3

由格拉姆–斯密特正交化过程可知，一般地，对于规范正交基 {ai} 有

ai · aj = δij

其中

δij =

 1, i = j

0, i 6= j

叫克劳内克符号（Kronecker symbol）。

在选取什么基之下，向量 x = (x1, · · · , xn) 在该基下的坐标就恰好是 x1, · · · , xn 呢？这样

的基 {êi} 叫标准基（standard basis），其中

êi = (ei,1, · · · , ei,n)⊺ , ei,j = δij

标准基是一个规范正交基。

以下推导向量内积在给定基下的坐标计算公式。设 V 是数域 F 上的 n 维内积空间，{ei}

是 V 的一组基，则任意两个向量 a, b 可表示为

a =
n∑

i=1

αiei, b =
n∑

i=1

βiei
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它们的内积

(a|b) =
(

n∑
i=1

αiei

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

βjej

)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβj (ei|ej)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβjGij

其中，G 为基 {ei} 的格拉姆矩阵（Gram matrix），即 Gij = (ei|ej)，由内积定义有 Gij = Gji。

若 {ei} 是正交基，则 Gij = Gjiδij。若 {ei} 是规范正交基，则 Gij = δij。

2.2 线性变换

2.2.1 线性变换的定义和基本性质

在本节我们考虑由一个向量空间到另一个向量空间的一种映射。我们先限定，建立了映射

的两个向量空间是在同一数域上的。

向量空间是含有运算规则规定的集合。由一个向量空间到另一个向量空间的映射不一定

能保持运算规则不变。所谓保持运算规则不变，意思就是定义域所在空间的运算法则，经过

映射之后的陪域也具备。比如说，如果 f (αa + βb) = αf (a) + βf (b)，则在一个向量空间

上的映射 f 的陪域也是一个向量空间。这当然不是一定能保证的。如果两个同类代数结构

之间的映射保持这类代数结构的关系定义不变，则称这种映射为这类代数结构上的同态映射

（homomorphism）。

例 2.8. 以下映射是否向量空间上的同态映射？

• f : R → R : f (x) = x2 讨论过程：x ∈ R，视 R 为数域 R 上的向量空间，想要映射 f 是

同态的，需要其满足 f (αx+ y) = αf (x)+ f (y) , ∀x, y, α ∈ R。显然，本例中的映射 f

并不满足。

• g : R2 → R : g (x, y) = x2 + y2 − 4

• F : R2 → C : F (x, y) = U (x, y) + iV (x, y) , U, V : R2 → R

• T : R → R2 : T (t) = (t+ 3, 2t− 5)

• 一个点粒子在空间中的运动可视为一个映射 M : [a, b] → R3，具体定义为对每一 t ∈

[a, b] ,M (t) = (x (t) , y (t) , z (t))，其中 x (t) , y (t) , z (t) 是 t 的实值函数。如果视 t 为时

间，则 M (t) 描述了粒子的运动轨迹，a 和 b 是运动的起始和终止时间。
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定义 2.11 (线性变换). 设 V 和 W 是 F 上的向量空间。如果从 V 到 W 的映射 T : V → W

满足

T (αa + βb) = αT (a) + βT (b)

则称 T 是从 V 到 W 的线性变换（linear transformation），常写成算符的形式：T (a) = Ta。

如果两个线性变换 T : V → W 和 U : V → W 满足 Ta = Ua∀a ∈ V 则称这两个线性变换相

等，U = T。零变换 T0 : V → W 定义为 T0a = 0W ∀a ∈ V，其中 0W ∈ W 表示 W 中的零向

量∗。

定义2.11就是在说线性变换是向量空间上的同态映射。由定义2.11，可直接证得以下结论：

• 任何一个线性变换都总把零向量映射为零向量。

• 两个向量空间之间的恒等映射是 V 到其自身的线性变换 IV : V → V , IV a = a∀a ∈ V

又可称为恒等线性变换。

正如由定义2.1所定义的向量那般，定义2.11定义的线性变换也是抽象概念。在例2.1中的

向量空间上都可以建立线性变换。

例 2.9. • 回顾课本《线性代数与解析几何》相关例题[3][§7.1 例题 1.4、§7.3 例题 3.3]。这

些例题说明求导运算是线性的。

• 设 V 是所有由 R 到 R 的连续函数的集合，验证 V 是实数域 R 上的向量空间。定义

V 上的映射 T，对任意 V 中的向量 f，(Tf) (x) ≡
∫ x

0
f (t) dt, ∀x ∈ R, f ∈ V，验证 T

是由 V 到 V 的线性变换。这一例子说明积分运算是线性的。

下面这个定理，使得线性变换本身也能形成一个向量空间（见推论）。

定理 2.6. 设 V、W 是 F 上的向量空间，T、U 是从 V 到 W 的线性变换。若定义

(T + U) a = Ta + Ua, ∀a ∈ V

(αT) a = α (Ta) , ∀α ∈ F

则 (T + U) 和 αT 也是从 V 到 W 的线性变换。

证明. 分别用 T + U 和 αT 作用于向量 βa + γb, α, β ∈ F, a, b ∈ V，使用向量空间的定义2.1、

线性变换的定义2.11和本命题中的运算定义证明。略。

推论 2.6.1. 给定数域 F 上的两个向量空间 V ,W，所有由 V 到 W 的线性变换的集合是一个

数域 F 上的向量空间，记为 L (V ,W )，零变换是该向量空间的零向量。

∗此处要注意区分不同向量空间中的零向量。
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证明. 前一句由定理2.6易证。设 T0 是由 V 到 W 的零变换，对任一 T ∈ L (V ,W )和 a ∈ V，

(T0 + T) a = T0a + Ta = 0W + Ta = Ta，即 T0 + T = T∀T ∈ L (V ,W )。

请读者按照向量空间的定义验证，线性变换的空间 L (V ,W )作为一个向量空间，拥有一

切向量空间的一般性质。注意：在记法 L (V ,W ) 中，括号表示有序对。

接下来，我们先考察 L (V ,W ) 的基和维数。不关心证明的读者可直接朗读定理2.7。

引理 2.1. 设 VN 是数域 F 上的 N 维向量空间，BV = {ei}Ni=1 是 VN 的一组基，W 是同数域

上的另一向量空间。对 W 中给定的任意一组 N 个不同向量 {bi}Ni=1 ∈ W，有且只有一个线性

变换 T : VN → W 满足 Tei = bi, i = 1, · · · , N。

证明. 存在性的证明，只需找出这一线性变换。任一 a ∈ VN 可用基 BV 表示成

a =
N∑
i=1

αiei, αi ∈ F, i = 1, · · · , N

特别地，

ei =
N∑
j=1

δijej, i = 1, · · · , N

定义映射 T : VN → W ,Ta ≡
∑N

i=1 αibi，则易验 Tei = bi, i = 1, · · · , N。我们还需验证映射 T

是线性变换，按定义2.11只需验证 T (αa + βb) = α (Ta) + β (Tb) 即可。给定任意 b ∈ VN 和

标量 γ ∈ F，其中 b 可表示为 b =
∑N

i=1 βiei，且有

γa + b =
N∑
i=1

(γαi + βi) ei

由 T 的定义有

T (γa + b) =
N∑
i=1

(γαi + βi) bi (2.1)

γ (Ta) + Tb = γ
N∑
i=1

αibi +
N∑
i=1

βibi (2.2)

=
N∑
i=1

(γαi + βi) bi (2.3)

所以 T (γa + b) = γ (Ta) + Tb 对任意向量 a, b ∈ VN 和标题 γ ∈ F 均成立，即 T 是一个线性

变换。存在性证毕。

唯一性的证明，设另有一线性变换 U : VN → W 也满足 Uei = bi，则对任一 a ∈ VN，

Ua = U
(

N∑
i=1

αiei

)
=

N∑
i=1

αiUei =
N∑
i=1

αibi

即 U 就是 T。
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定理 2.7. 若 VN ,WM 分别为数域 F上的 N,M 维向量空间，则 L (VN ,WM)的维数是M×N。

证明. 证明的过程，相当于找出 L (VN ,WM) 的基∗

设 BV = {ei}Ni=1 , BW = {fj}Mj=1 分别为 VN ,WM 的基。对于每一对整数 (p, q) , 1 ≤ p ≤

N, 1 ≤ q ≤ M，定义一个线性变换 Epq : VN → WM

Epqei =

 0W , i 6= p

fq, i = p

给定任一线性变换 T ∈ L (VN ,WM)，且令

Tei =
M∑
q=1

Aqifq

由引理2.1，对 {fj}Mj=1，满足上式的 T 是唯一的，且根据向量的坐标表达式，上式中的 Aqi 就

是向量 Tei 在有序基 BW 下的坐标。

下面我们证明 T 能被 {Epq} 线性表出。定义 U ∈ L (VN ,WM)，Uei =
∑

p

∑
q AqpEpqei，

则

Uei =
∑
p

∑
q

AqpEpqei

=
∑
p

∑
q

Aqpδipfq

=
∑
q

Aqifq

= Tei

则可见 U = T，同时有

T =
N∑
p=1

M∑
q=1

AqpEpq

由于 T是 L (VN ,WM)中的任意一个线性变换，故 L (VN ,WM)是 {Epq}的线性生成空间。由

基的定义2.5，现在我们只需再证 {Epq} 是线性无关的，它们就是 L (VN ,WM) 的基了。按照

线性无关的定义，设 T 是零变换，由于 {fj}Mj=1 是线性无关的，故有

T = 0 =
N∑
p=1

M∑
q=1

AqpEpq ⇔ Tei =
∑
q

Aqifq = 0W ⇔ Aqi = 0∀q = 1, · · · ,M, i = 1, · · · , N

即 {Epq}线性无关。故 {Epq}是 L (VN ,WM)的一组基，L (VN ,WM)的维数就是 M ×N。

∗我们在例2.6中找过数域 F 上的 n× n 矩阵空间的一组规范正交基 {Epq}np,q=1。定理2.7的证明过程与例2.6很类似。
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注意，给定两个有限维向量空间 V ,W，L (V ,W ) 中的线性变换和 L (W ,V ) 中的线性

变换是不同空间的元素，没有一般关系——虽然它们的维数无非只是 M ×N 和 N ×M 的差

别。

讨论完线性变换本身作为向量的性质——它所在向量空间的基与维数，我们接下来转而

考虑线性变换作为映射的性质：单射、满射、双射……。线性变换作为映射的性质与它所映射

的两个向量空间的维数有关，这是线性代数最重要的定理之一——线性变换的维数定理。下面

我们先为该定理的引入介绍一些必要概念。

定义 2.12 (零空间、零化度、秩).（如图2.1所示）设 V 和 W 是数域 F上的向量空间。线性变

换 T : V → W 的零空间（null space）或核空间（kernel）是所有满足 Ta = 0W 的向量 a 的集

合，记作 kerT。零空间的维数称为该线性变换的零化度（nullity），记作 nullityT ≡ dim (kerT)。

如果 V 是有限维向量空间，则 T的秩（rank）是 T的值域的维数，记作 rankT ≡ dim (ranT)。

特别地，如果 nullityT = 0，即 T 的零空间只有零向量 0V 一个元素，则称 T 是非奇异的

（non-singular）。

𝒱𝒱 𝒲𝒲𝐓𝐓:𝒱𝒱 → 𝒲𝒲

𝟎𝟎𝓦𝓦

ran𝐓𝐓ker𝐓𝐓

nullity𝐓𝐓 ≡ dim ker𝐓𝐓
rank𝐓𝐓 ≡ dim ran𝐓𝐓

rank𝐓𝐓 + nullity𝐓𝐓 ≡ dim 𝒱𝒱

图 2.1: 线性变换的零空间、值域、零化度和秩以及线性变换的维数定理

上述定义默认了两个易验事实的成立：kerT 是 V 的子空间，ranT 是 W 的子空间（否则

不能直接谈它这两个子集的“维数”），证明从略[3]§7.3“2. 线性变换的简单性质 (4)”。

基于定义2.12的概念，我们给出线性代数中非常重要的定理——线性变换的维数定理∗。

定理 2.8 (线性变换的维数定理). 设 V 和 W 是数域 F 上的向量空间，其中 V 是有限维向量

空间，则对线性变换 T : V → W 有

rankT + nullityT = dimV

∗[3]§7.3 “2. 线性变换的简单性质 (5)”
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证明. 设 dimV = n，nullityT = dim (kerT) = k，{a1, · · · , ak} 是 kerT 的一组基。则可在 V

中继续找到 {ak+1, · · · , an} 与 {a1, · · · , ak} 合并成线性无关向量组，从而成为 V 的基。

由于 {Ta1, · · · ,Tan} 线性生成 T 的值域 ranT（由线性变换性质易证），其中由于

{a1, · · · , ak} ∈ kerT

故有

Taj = 0W ∀j ≤ k

所以实际上仅 {Tak+1, · · · ,Tan}就线性生成 ranT了。我们进一步验证它们是线性无关的。设

标量 γi 满足
n∑

i=k+1

γiTai = 0W

即

T
(

n∑
i=k+1

γiai

)
= 0W

即
∑n

i=k+1 γiai ≡ a ∈ N 。向量 a 在 kerT 的基 {a1, · · · , ak} 下表示为 a =
∑k

i=1 αiai。故

a =
k∑

i=1

αiai =
n∑

j=k+1

γjaj

由于 {a1, · · · , an} 是线性无关的，故有且只有 α1 = · · · = αk = γk+1 = · · · = γn = 0，即

{Tak+1, · · · ,Tan} 是线性无关的。因此 {Tak+1, · · · ,Tan} 是 W 的基，即 W 的维数是 n− k，

由定义2.12即 rankT = n− k。

线性变换的维数定理是我们继续讨论线性变换的映射性质的重要定理。利用它，我们首先

可以得到以下命题相互等价（即只要其中一条成立，剩余皆成立）。

定理 2.9. 设 V ,W 是数域 F 上的有限维向量空间，T : V → W 是一个线性变换，则以下命

题互相等价：

1. T 是非奇异的；

2. T 是单射；

3. T 将 V 中的任意一组线性无关向量组映射为 W 的一组线性无关向量组；

4. rankT = dimV。

证明. 1 ⇔ 2：设 T 是非奇异的（即有 Ta = 0W ⇔ a = 0V ∀a ∈ V），则对任意 a, b ∈ V，

Ta = Tb ⇔ T (a − b) = 0W ⇔ a − b = 0V ⇔ a = b。
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1 ⇔ 3：设 T 是非奇异的。令 S 是 V 的一个线性无关向量组，如果向量 a1, · · · , ak ∈ S，

则
k∑

i=1

ci (Tai) = 0W ⇔ T
k∑

i=1

ciai = 0W ⇔
k∑

i=1

ciai = 0W ⇔ ci = 0∀i

假设 T 总把 V 的一组线性无关向量映射为 W 的一组线性无关向量，令 a 6= 0V 是 V 的一个

非零向量，则只含 a 的向量组 {a} 是线性无关向量组，这时 Ta 必不为 0W，因为单一个零向

量的向量组是线性相关的，违反了假设。因此 T 只能把 0V 映射为 0W，即为非奇异的。

1 ⇔ 4：由定理2.8可直接得到。

定理2.9联系了一个线性变换的非奇异性与其单射性。下面的推论进一步说明，如果在此

基础上再加上一个条件：dimV = dimW，那么 T 要么是双射，要么是非单射非满射。

推论 2.9.1. 设 V ,W 是数域 F 上的有限维向量空间且 dimV = dimW，T : V → W 是一个

线性变换，则以下命题相互等价：

1. T 是单射；

2. T 是满射；

3. T 将 V 中的任意一组基映射为 W 的一组基；

证明. 1 ⇔ 2：设 n = dimV = dimW，则由定理2.1的推论 3、定理2.8和2.9，T 是单射 ⇔

rankT = n = dimW ⇔ ranT = W。

1 ⇔ 3：留作练习。

由定理1.2，作为双射的线性变换必存在唯一逆映射，那么这个逆映射会不会也是一个线

性变换呢？答案是肯定的，即如下定理。

定理 2.10. 设 V ,W 是数域 F 上的向量空间，T : V → W 是一个线性变换。如果 T 可逆，则

其逆映射 T−1 是一个由 W 到 V 的线性变换。

证明. 对任意 b1, b3 ∈ W 和 γ ∈ F，令 ai = T−1bi, i = 1, 2，由于 T 是线性变换，则有

T (γb1 + b2) = γTa1 + Ta2 = γb1 + b2。因此向量 γa1 + a2 ∈ V 就是向量 γb1 + b2 ∈ W 在映

射 T 下的原像，由逆映射性质有 T−1 (γb1 + b2) = γa1 + a2 = γ (T−1b1) + T−1b2，即 T−1 满

足线性变换定义的性质（对任意选取的 b1, b2, γ 均成立），故 T−1 是线性变换。

双射（可逆）线性变换，经常称作同构（isomorphic）线性变换。如果两个向量空间之间

存在一个同构线性变换，则称这两个向量空间是同构（isomorphic）的∗。在 §二中我们已了解，
∗请同一形容词的修饰对象的区别：形容一个线性变换，还是跟形容两个向量空间。
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一个向量与其在给定某有序基下的坐标是一一对应的，且易证由一个向量到其坐标的关系在

给定有序基时是一个同构线性变换。因此，任一数域 F 上的 n 维向量空间均与 n 维坐标空间

Fn 同构。由于双射的可逆性具有传递性（即当 f : A → B 是双射、g : B → C 是双射，则

g ◦ f : A → C 也是双射∗），故所有同维数的向量空间之间都相互同构。以下定理及其推论则

从另一个不同的出发点证明了这上述的结论。

定理 2.11. 数域 F 上的两个向量空间同构，当且仅当它们维数相等。

证明. 由“两个向量空间同构”的定义，需要证明两个维数相同的向量空间中存在一个双射

线性变换。设 VN、WN 是数域 F 上的两个 N 维向量空间。分别给定 VN ,WN 的各一组有序

基 BV = {ei}Ni=1 , BW = {fi}Ni=1，构建一个线性变换 T : VN → WN，对 VN 中的任一向量

a =
∑N

i=1 αiei，Ta =
∑N

i=1 αifi。易验 a = 0V ⇔ Ta = 0W，即 T 是单射。由定理2.9及其推论

可知 T 是双射。

推论 2.11.1. 任一数域 F 上的 N 维向量空间均与 FN 同构

按照逆映射的性质，一个同构线性变换与其逆映射的复合映射必是恒等映射。这个映射能

否进一步是一个线性变换？我们于是先要问：一般地，两个线性变换形成的复合映射是线性变

换吗？——答案是肯定的，即以下定理。

定理 2.12. 设 V ,W ,Z 是数域 F 上的向量空间，T : V → W ,U : W → Z 是线性变换，则

复合映射 U ◦ T（记为 UT）也是线性变换。它是由 V 到 Z 的线性变换。

证明. 用 UT 作用于 γa + b，其中 a, b ∈ V , γ ∈ F 是任意的，证明 γ (UT) a + (UT) b 即可，

留作练习。

由此定理易得推论：向量空间上的恒等映射必是一个同构线性变换，我们称之为恒等线性

变换或恒等变换，记为 IV，其中 V 是这个恒等变换所作用的向量空间。通过验证下例，可以

注意到恒等线性变换需要注明所作用的向量空间；作用于不同向量空间上的恒等变换是不同

的东西。

例 2.10. 设 V ,W 是数域 F 上的向量空间，T : V → W 是同构线性变换。则 T−1T =

IV ,TT−1 = IW。

我们实际经常面临的是从一个向量空间到其自身的线性变换，故我们特别给这种线性变

换起个名字，正式定义如下。

∗回顾定义1.2。
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定义 2.13 (线性算符). 设 V 是数域 F 上的向量空间，由 V 到其自身的线性变换 T : V → V

称为线性算符（linear operator）。

之前说过，线性变换是向量空间之间的同态映射，故线性算符又可称为自同态（automor-

phic）线性变换。前面也提到过，双射线性变换叫同构线性变换，故双射线性算符又称自同构

（endomorphic）线性算符。由定理2.9的推论，线性算符要么是非单射非满射，要么是双射。也

就是说，并非所有线性算符都是可逆映射；只有是双射（即自同构）线性算符才是可逆映射。

另外，自同构线性算符与其逆映射同属于一个线性变换的空间 L (V ,V )（简写为 L (V )）。

在本节刚开始我们了解了线性变换作为向量的性质。现在又了解了线性变换作为映射的

一些性质。具体对于线性算符，我们可以通过关于复合线性变换的定理2.12，为线性算符引入

“乘法”的运算∗。作为线性算符的恒等变换记号 I无需指明作用空间。以下定理具体给出了线

性算符之间的乘法所满足的性质。

定理 2.13. 设 V 是数域 F 上的向量空间，U,T1,T2 ∈ L (V )，γ ∈ F，则有：

1. IU = UI = U

2. U (T1 + T2) = UT1 + UT2，(T1 + T2)U = T1U + T2U

3. γUT1 = (γU)T1 = U (γT1)

证明. 第 1 条由相关定义是易证的。

对任一向量 a ∈ V，

[U (T1 + T2)] a = U [(T1 + T2) a] （由定理2.6中定义的运算法则）

= U (T1a + T2a) （U 是线性变换）

= (UT1) a + (UT2) a （由复合映射的定义）

故由两映射相等的定义，U (T1 + T2) = UT1 + UT2。类似地，

[(T1 + T2)U] a = (T1 + T2) (Ua) （由复合映射的定义）

= T1 (Ua) + T2 (Ua) （由定理2.6中定义的运算法则）

= (T1U) a + (T2U) a （由复合映射的定义）

故由两映射相等的定义，(T1 + T2)U = T1U+T2U，第 2 条证毕†。第 3 条证明留作练习。

∗为何要在线性算符之间才能引入“乘法”？直接按照定理2.12给一般的线性变换定义“乘法”会有什么问题？
†我们留意到第 2 条的第一部分证明没有用到 T1 和 T2 是线性变换的条件，第二部分的证明连 U 是线性变换的条件都

没用到。
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2.2.2 线性变换的坐标矩阵

在之前的内容里，我们主要介绍了向量和线性变换的代数定义。在以往的《线性代数》课

里我们学习“向量”都是 n× 1 矩阵（“列向量”）或 1× n 矩阵（“行向量”），实际上这些只

是 3 维实坐标空间 R3 空间的向量。在 §二中我们明确了，要在一个数域 F 上的 n 维向量空

间 V 与 n 维坐标空间 Fn 之间建立一一对应关系，可以通过选定 V 的某组基，把 V 中的向

量表示成该基下的坐标——Fn 中的一个 n 元组。于是，这一一一对应关系是依赖 V 的基的

选择的。在未指定基的时候，不能直接用 Fn 中的一个 n 元数组指代 V 中的一个向量。

我们还知道，线性变换本身也是一个向量；线性变换的空间也有基和维数，因此相应地也

应该有选定基下的坐标。下面我们将会看到，线性变换在选定基下的坐标可以表示为一个矩

阵[3]§7.3“3”。

考虑数域 F 上的 n 维向量空间 Vn 的一组有序基 B = (ai)
n
i=1，按照向量的坐标表达式，

任一向量 x ∈ V 均可表示成 x =
∑n

i=1 ξiai，其中 ξi ∈ F, i = 1, · · · , n。向量 x 在有序基 B 下

的坐标可表示为由 {ξi} 组成的 n× 1 矩阵 (ξ1, · · · , ξn)⊺。

设 Vn,Wm 分别是数域 F 上的 n、m 维向量空间，且线性变换 A ∈ L (Vn,Wm) 将 Vn 的

一组基向量 BV = {ai}ni=1 映射到 Wm 中的 n 个向量 wk = Aak, k = 1, · · · , n。如果我们选取

Wm 的一组有序基 BW = (bj)
m
j=1，则 wk 又可表示为 wk =

∑m
j=1 αjkbj, k = 1, · · · , n。此时，向

量 wk 的坐标 αjk 需要两个下标来统一表示，它们构成一个 m× n 矩阵

(A) =


α11 · · · α1n

... ...

αm1 · · · αmn


我们称矩阵 (A) 是线性变换 A 在有序基 BV 与 BW 下的坐标矩阵（coordinate matrix）。αjk

称为 A 的在有序基 BV 与 BW 下的坐标（coordinates）。

由于向量和线性变换都是抽象的一般概念，而基和坐标矩阵分别是向量空间和线性变换

的一般属性，故无论把什么具体数学对象视作有限维向量空间的向量或线性变换并满足相应

的定义，都可以在给定有序基下变成相应的矩阵运算∗。若给定线性变换 A : Vn → Wm、向量

x ∈ Vn、y ∈ Wm 和基向量 {ai}ni=1 ⊂ Vn, {bj}mj=1 ⊂ Wm，则 x和 y可分别表示为 x =
∑n

i=1 ξiai、

y =
∑m

j=1 ηjbj。若 A 在有序基 (ai) , (bj) 下的表示矩阵为 (αji)，则线性关系式 y = Ax 恰好

∗像例2.1和例2.9中诸如 C n 之类元素是函数的向量空间，维数是无穷。C n 空间的任一组基都有无穷个基向量。把 C n

空间的向量（函数）用一组基向量（函数）线性表出，将得到一个无穷级数。这种向量空间上的向量和线性变换的坐标无法

写成有限个数。更多关于函数空间作为无穷维向量空间的知识可参见其他数学资料[5]。本讲义今后不再涉及无穷维向量空间，

而默认只讨论有限维向量空间。
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可以写成关于 x、y 和 A 的矩阵之间的乘法关系，推算如下：

y = Ax

= A
n∑

i=1

ξiai =
n∑

i=1

ξi

(
m∑
j=1

αjibj

)
仅利用线性变换定义中规定的性质

=
m∑
j=1

(
n∑

i=1

ξiαji

)
bj 变换求和顺序

=
m∑
j=1

ηjbj

⇔

ηj =
n∑

i=1

αjiξi, j = 1, · · · ,m

最后这个表达式恰为以下矩阵乘法的计算法则：
η1
...

ηm

 =


α11 · · · α1n

... ...

αm1 · · · αmn




ξ1
...

ξn


这就是式子 y = Ax 在给定基下的坐标运算法则。

上面的讨论也同时说明，数域 F 上的任一 m× n 矩阵 A 都通过下列关系

A
(

n∑
i=1

ξiai

)
=

m∑
i=1

(
n∑

j=1

αjiξi

)
bj

唯一确定了一个线性变换 A : Vn → Wm,A ∈ L (Vn,Wm)，使 A在 Vn 的某组有序基 (ai)
n
i=1 和

Wn 的某组有序基 (bj)
m
j=1 下的矩阵表示恰为矩阵 A。用较严格的语言可总结成如下两个定理。

定理 2.14. 设 Vn和Wm是数域 F上的有限维向量空间。BV 和 BW 分别是 Vn和Wm的一组基。

对每个线性变换 T : Vn → Wm都存在唯一一个 F上的m×n矩阵 T 使得 (Ta) = T (a) ∀a ∈ Vn。

其中 (·) 表示给定有序基下的矩阵表示。

定理 2.15. 设 Vn 和 Wm 是数域 F 上的有限维向量空间。在给定任意 Vn 的基 BV 和 Wm 的

基 BW 下，从线性变换 T : Vn → Wm 到其在上述基下的矩阵表示的对应关系是一个同构映射。

证明. 定理2.14中的关系式定义了一个由 L (Vn,Wm) 到 Fm×n 的单射。再由矩阵运算法则易

证满射。此略。此外，由于 Fm×n 在通常的矩运算定义下是一个向量空间，故这一映射是同态

映射 ∧ 双射 ⇔ 同构映射。
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其实，以上两条定理几乎是与定理2.9及其推论重复的。总之我们可以简单地说，当确定

了基的选择时，每个线性变换都唯一对应一个相应维数的矩阵，反之亦然。而且，线性变换的

向量代数运算结果与矩阵的加法和标量乘法运算结果直接对应。需要注意的是，同一个向量或

同一个线性变换在不同的基下的坐标一般是不同的。

通过以下定理，我们进一步获得线性变换的复合与矩阵乘法的对应。

定理 2.16. 设 V ,W ,Z 是 F 上的有限维向量空间，{ei} , {fj} , {gk} 分别是 V ,W ,Z 的基，

T : V → W ,U : W → Z 是线性变换。则复合线性变换 C = TU 在有序基 (ei) , (gk) 下的表示

矩阵

(C) = (U) (T)

其中 (T) 是 T 在 (ei) , (fj) 下的表示矩阵,(U) 是 U 在 (fj) , (gk) 下的表示矩阵。

证明. 证明留作练习。

定理2.16就是复合线性变换在给定基下的坐标运算法则。

对于线性算符 T,U ∈ L (V )，由定理2.13有 (U) (T) = (T) (U) = (I)。易证在给定 V 的

任意一组基下，恒等变换的矩阵表示都是单位矩阵 I，即 (I) ≡ I（不依赖基的选择）。用严格

语言可总结为如下定理：

定理 2.17. 恒等变换 I : Vn → Vn 在任意一组有序基下的矩阵表示都是 n× n 单位矩阵 In。

据此易验，可逆线性变换（线性算符）的矩阵与其逆变换的矩阵之间也互逆，即 (T−1) =

(T)−1。

在下面的讨论中我们将看到，线性变换的秩等于其坐标矩阵的秩。设 V、W 是数域 F上的

两个有限维向量空间，dimV = n，dimW = m。在分别给定 V、W 的一组基 B = {e1, · · · , en}、

B′ = {e′1, · · · , e′m} 下，若向量 y ∈ W 满足

y = Tx, x ∈ V

则

y =
m∑
i=1

n∑
j=1

Tijxje′i

其中 Tij 和 xj 是 T 和 x 在所选定的基下的坐标。若以 T 的坐标矩阵的 n 个列为坐标形成 n

个 W 的向量

cj =
m∑
i=1

Tije′i, j = 1, · · ·n
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则

y =
n∑

j=1

xjcj

这对任一 x ∈ V 都成立。也就是说，ranT 中的任一向量都能被向量组 {c1, · · · , cn} 线性表出，

故 ranT = span {c1, · · · , cn}。dim (ranT) 就是线性变换 T 的秩，而 dim (span {c1, · · · , cn}) 就

是 T 的坐标矩阵的列秩，矩阵的列秩就等于矩阵的秩[3]§4.4 定理 4.3。再加上一个矩阵的左乘或

右乘一个可逆矩阵后的秩不变[3]§4.4 推论 4.6，故线性变换的坐标矩阵的秩在坐标变换下不变。我

们于是可把线性变换的秩定义为它在任何选定基下的坐标矩阵的秩。

2.2.3 线性变换的转置

由之前的介绍可知，抽象定义的向量和线性变换都不是矩阵，但是在给定基下，它们又都

能唯一地表示为矩阵。线性变换的转置，也需要在更一般的角度得到定义，而且需要为这件事

引入更多新概念。

我们首先引入线性泛函的概念，以便定义线性变换的转置。

定义 2.14 (线性泛函与对偶空间). 设 V 是数域 F 上的向量空间，从 V 到 F 的线性变换称为

向量空间 V 上的线性泛函（linear functional），V 上的所有线性泛函的集合称为向量空间 V

的对偶空间（dual space），记为 V ∗。

线性泛函把一个向量对应为同数域上的一个数。由该定义，若映射 f : V → F 满足

f (αa + b) = αf (a) + f (b) , ∀a, b ∈ V , α ∈ F，则 f 是 V 上的一个线性泛函，且 V 的对偶空

间 V ∗ 就是线性变换空间 L (V ,F)，且有 dimV ∗ = dimV。

例 2.11. 验证：

• 函数 f (x, y, z) = 3x+ 5y − z, x, y, z ∈ R 是 3 维实坐标空间 R3 上的线性泛函。

• 函数 f (x) = 3 (x · x) , x ∈ Rn 是 n 维实坐标空间 Rn 上的线性泛函。

• 设 FM×M 是数域 F上的M×M 矩阵的集合，矩阵的迹 trA = A11+· · ·+AMM , A ∈ FM×M

是 FM×M 上的线性泛函。

• 设 a1, · · · , an ∈ F，并定义映射 f : Fn → F,

f (x1, · · · , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn, ∀ (x1, · · · , xn) ∈ F

验证 f 是 Fn 上的线性泛函。这事实上既是两个 n×1 列向量的“点乘”，又是一个 1×n

“行向量”与 n× 1“列向量”的矩阵乘。
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• C [a, b] 是区间 [a, b] 上的所有连续实值函数的集合，可验证它是数域 R 上的向量空

间[3][§7.1 例 1.3]。定义 L : C [a, b] → R, L (g) =
∫ b

a
f (t) dt, ∀g ∈ C [a, b]，验证 L 是

C [a, b] 上的线性泛函。

从概念上可以说，线性泛函是 V 上的线性变换，V 的对偶空间是 V 上的线性变换的空

间。但我们没有用 L (V ,F) 这种记号，而是用 V ∗，是因为考虑到 dimV = dimV ∗，V 与 V ∗

更像是并列的概念。我们注意到，作为空间 L (V ,F)，维数应该写成 dimF× dimV。也就是

说，设 dimV = N，则给定 V 的某组有序基，V 的向量的坐标是 N × 1“列向量”，而 V ∗ 中

的线性泛函（它们也是向量）在给定 V ∗ 的某组有序基下的坐标是 1×N“行向量”。那么，我

们能不能进一步在 V 与 V ∗ 之间找到更明确的对应关系，看看 V 中的某一向量的坐标，“转

置”成行向量之后，在 V ∗ 中找到的是哪一个线性泛函？这一联系当然需要给定 V 和 V ∗ 的

基之后才能被确定。下面我们考察 V 的基与 V ∗ 的基的关系，通过一系列定理的证明找到两

者之间的唯一对应性。

定理 2.18. 设 V 是数域 F上的有限维向量空间，{ai}是 V 的一组基，则对每个 i = 1, · · · , n，

有且只有一个 V 上的线性泛函 fi 满足 fi (aj) = δij, i, j = 1, · · · , n，且 {fi} 线性无关。

证明.“有且只有”由引理2.1易证，略。下面简要证明“线性无关”。

设 f =
∑n

i=1 γifi，则 f (aj) =
∑n

i=1 γifi (aj) =
∑n

i=1 δij = cj, j = 1, · · · , n。特别地，f = 0

（这里的 0 是 V ∗ 的零向量）⇔ cj = 0∀j = 1, · · · , n。

由于 dimV ∗ = dimV = n，故 n 个 V ∗ 中的线性无关向量就是 V ∗ 的一组基，因而上面

的定理和推论告诉我们，给定向量空间 V 上的一组有序基，总能在其对偶空间 V ∗ 中找到唯

一对应的一组有序基，且 V ∗ 的基向量作为 V 上的线性泛函作用于 V 的基向量等于克劳内

克符号。既然 V、V ∗ 的上述两种基总是相互唯一对应的，我们就可以将一者定义为另一者的

“对偶基”。

定义 2.15 (对偶基). 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间。给定 V 的一组基 B = {ai}，V 的

对偶空间 V ∗ 中的（唯一一组）满足 fi (aj) = δij, i, j = 1, · · · , dimV 的基 {fi} 称为 {ai} 的

对偶基（dual basis）。

由基的概念，V ∗ 中的任一线性泛函 f ∈ V ∗ 都可以用 V ∗ 的任一组基 {fi} 表出，即

f =
∑n

i=1 cifi, ci ∈ F。如果已知 {fi} 是 V 的一组基 B = {ai} 的对偶基，那么通过与定

理2.18的证明过程类似的方法，可知 ci = f (ai) , i = 1, · · · , n，故 f =
∑n

i=1 f (ai) fi，即 f 的

第 i个坐标可通过用 f 作用于有序基 B 的第 i个向量来获得。同时，任一 V 中的向量 x ∈ V

都可表示为 x =
∑n

i=1 ξiai。若用 B 的对偶基向量一一作用于 x，fi (x) =
∑n

i=1 ξifi (ai) =
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∑n
i=1 ξiδij = ξi, i = 1, · · · , n，即得到 x 在 B 下的相应坐标，故 x =

∑n
i=1 fi (x) ai，即 x 的第 i

个坐标可通过用 fi 作用于向量 x 来获得。简而言之，对偶基其实就是一种“取坐标的函数”；

一个向量在给定基下的第 i 个向量，就用这组基的第 i 个对偶基作用于这个向量来得到。

例 2.12. 设 Fn×1 是数域 F上的所有 n×1“列向量”的集合。由例2.6可知，仅第 i个分量为 1，

其余分量均为零的 n 个列向量 Ei 是 Fn×1 的一组规范正交集。由于它们正好有 n 个，且由定

理2.4它们线性无关，故它们就 Fn×1 的一组规范正交基。任一 F n×1 中的列向量 (a1, · · · , an)

在这组规范正交基下的坐标就恰为 (a1, · · · , an)。

由例2.11最后一例的启发，我们发现 Ei⊺ 与任一 F n×1 中的列向量进行矩阵乘，可得到该

列向量的第 i 个坐标，可见 Ei⊺ 是 Ei 的对偶基。诚然，Ei⊺Ej = δij。

我们在以往的线性代数课中知道，两个 n× 1“列向量”的点乘 a · b 等于第一个向量转置

成一个 1× n“行向量”之后再与第二个向量作矩阵乘。在前面的段落中我们暗示了向量和线

性泛函的概念与“列/行向量”类似。那么，我们能否再找出线性泛函与内积的联系呢？以下

定理提供了具体的答案。

定理 2.19 (有限维里斯（Riesz）表示定理). 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，给定 V 上

的任意一个线性泛函 f ∈ V ∗，必存在唯一一个向量 b ∈ V 满足 f (a) = (a|b) , ∀a ∈ V。

证明. 设 {êi} 是 V 的一个规范正交基，a =
∑

i αiêi 是 V 中的任一向量，f 是 V ∗ 中的任一

线性变换，则 f (a) =
∑

i αif (êi)。若要找到一个向量 b ∈ V 满足 (a|b) = f (a)，则要求等号

左边 (a|b) =
∑

i αiβi 等于等号右边 f (a) =
∑

i αif (êi)，且需对任意 a ∈ V 成立。这相当于要

求 βj = f (êj)，即 b =
∑

j f (êj)êj。这就证明了 b 的存在性。

设 c ∈ V 也满足 (a|b) = (a|c) , ∀a ∈ V，则 (a|b − c) = 0, ∀a ∈ V ⇔ b = c，故 b 是唯一

的。

这就是说，在内积运算这件事情上，可以说向量空间 V 中的向量与它的对偶空间 V ∗ 中

的线性泛函是一一对应的。基于内积的定义，内积空间 V 中的一个向量在对偶空间 V ∗ 中唯

一对应的那个线性泛函，称为这个向量的对偶（adjoint）。在内积定义的讨论中，我们介绍过

本讲义的内积与量子力学惯例（狄拉克 bra-ket 标记）的区别：(x|y) ≡ 〈y|x〉。如果按照狄拉

克 bra-ket 标记的规定，那么向量表示为 |x〉，其对偶则直接表示为 〈x|，形象更加直接。

接下来我们完成定义线性变换的转置的任务。如图2.2所示，设数域 F上的向量空间 V 上

有一个线性变换 T。给定任意向量 a ∈ V，线性变换后的向量是 Ta。如果有一个线性泛函 g

把向量 Ta 对应为一个数，我们想知道，有没有一个线性泛函 f 能直接作用于 a 得到相同的

数？f 与 g 的关系是什么？线性变换 T的转置 T⊺ 就是充当这一问题的答案的一种概念。你想

问什么样的 f 能满足 f (a) = g (Ta) , ∀a ∈ V？答案是 f = T⊺g。用严格语言的定义如下——
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∀𝐚 ∈ 𝒱,

𝑓 𝐚

𝑔 𝐓𝐚
𝐓⊺

图 2.2: 线性变换的转置是怎么定义的？设数域 F 上的向量空间 V 上有一个线性变换 T。给

定任意向量 a ∈ V，线性变换后的向量是 Ta。如果有一个线性泛函 g 把向量 Ta 对应

为一个数，我们想知道，有没有一个线性泛函 f 能直接作用于 a 得到相同的数？f 与

g 的关系是什么？线性变换 T 的转置 T⊺ 就是充当这一问题的答案的一种概念。你想

问什么样的 f 能满足 f (a) = g (Ta) ∀a ∈ V？答案是 f = T⊺g。

定义 2.16 (线性变换的转置). 设 V ,W 是数域 F 上的向量空间，T : V → W 是线性变换，对

于 W 上的每一个线性泛函 g ∈ W ∗，我们都可以定义一个 V 上的线性泛函 f ∈ V ∗ 使其满足

f (a) = g (Ta) , ∀a ∈ V。由 g ∈ W ∗ 到 f ∈ V ∗ 的这一对应规则定义了一个由 W ∗ 到 V ∗ 的映

射 T⊺ : W ∗ → V ∗, (T⊺g) (·) = g (T·) , ∀g ∈ W ∗，易验对任一 T ∈ L (V ,W ) 有且只有一个满足

上述性质的 T⊺ ∈ L (W ∗,V ∗)，且 T⊺ 也是线性变换。我们称 T⊺ 为 T 的转置（transpose）。

以上定义中隐含默认了两件事：1）每个线性变换 T ∈ L (V ,W ) 有且只有一个符合定义

的映射 T⊺；2）T⊺ 也是一个线性变换。1）是比较显然的：假设另有一映射 U : W ∗ → V ∗ 满

足 (Ug) a = gUa∀a ∈ V，则有 Ug = T⊺g ⇒ UT⊺。关于 2），我们可以按照线性变换的定义去

验证映射 T⊺ 作用于一个线性组合的结果：对任意 g1, g2 ∈ W ∗, γ ∈ F，由 [T⊺ (γg1 + g2)] (a) =

(γg1 + g2) (Ta) = γg1 (Ta) + g2 (Ta) = γ (T⊺g1) (a) + (T⊺g2) (a) ∀a ∈ V 可知 T⊺ (γg1 + g2) =

γ (T⊺g1) + T⊺g2，故 T⊺ 是线性变换。

下面的定理告诉我们，一个线性变换 T 与其转置 T⊺ 在给定基和对偶基下的矩阵之间的

关系就是矩阵转置。

定理 2.20. 设 V ,W 分别是数域 F 上的 n,m 维有限维向量空间，给定以下基及其对偶基：

B = {ai} ⊂ V , B∗ = {fi} ⊂ V ∗, B′ = {bi} ⊂ W , B′∗ = {gi} ⊂ W ∗，且令 T : V → W 是线性

变换，A 是 T 在 B,B′ 下的坐标矩阵，B 是 T⊺ 在 B∗, B′∗ 下的坐标矩阵，则 Bij = Aji, i =

1, · · · ,m, j = 1, · · · , n。
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证明. 根据向量的坐标表达式，可以写出

Tai =
m∑
j=1

Ajibj, i = 1, · · · , n

T⊺gi =
n∑

j=1

Bjifj, i = 1, · · · ,m

由线性变换转置的定义和对偶基的定义，

(T⊺gi) (aj) = gi (Taj)

= gi

(
m∑
k=1

Akjbk

)

=
m∑
k=1

Akjgi (bk)

=
m∑
k=1

Akjδik

= Aij, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

另一方面，由于 T⊺gi ∈ V ∗，故它可用 B∗ 表出，再利用关系 f =
∑n

i=1 f (ai) fi，有

T⊺gi =
n∑

j=1

(T⊺gi) (aj) fj

=
n∑

j=1

Aijfj, i = 1, · · · ,m

与之前的结果比较可得 Aij = Bji, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n。

2.3 基变换与坐标变换公式

一个向量空间可以有不止一组基。同一个向量，在不同基下的坐标是不同的，因此向量并

不一般地对应一组数；线性变换与矩阵的关系也类似。这是本讲义中的线性代数部分与大学一

年级的线性代数课程不同的地方。之所以要建立这种更抽象的线性代数结构，是为了用它们描

述物理规律时，能拥有不依赖坐标系选择的不变形式。

但是，光说“向量并不一般地对应一组数”，仍然无法保证这种数学对象能够具有“不依

赖基的选择的不变性”。比如，同在一个向量空间 V 内，向量 a 在某两组基下的坐标分别是

(a1, · · · , an)⊺ 和 (a′1, · · · , a′n)
⊺；向量 b 在选择某第三组基下的坐标是 (b1, · · · , bn)。这三个有序

n 元数组各不相等，但有没有可能其实 a = b？我们必须有能力判断这件事，才一般性地拥有
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“不依赖基的选择而辨认不同向量”的能力，从而才有资格作出“向量独立于坐标系的选择而

存在”的判断。这样的能力就基于基变换与坐标变换公式的知识。基变换与坐标变换公式，使

得每个向量在选择不同基下的坐标之间形成相互联系的整体，使得尽管不同向量各自都可以

有不同的坐标，但它们仍然能相互区别。

我们先推导基变换公式。考虑数域 F 上的 N 维向量空间 VN 中的两组有序基 (ei) ,
(
e′j
)
，

用第一组基表示第二组基的每个基向量，可列出以下 N 个等式：

e′j =
N∑
i=1

Sijei, j = 1, · · · , N

它们称为从有序基 (ei)到有序基
(
e′j
)
的基变换公式（change of basis formula），其中矩阵 (Sij)

称为从有序基 (ei) 到有序基
(
e′j
)
的过渡矩阵（change-of-basis matrix）。以下定理告诉我们，

反过来从 (e′i) 到 (ei) 的过渡矩阵就是矩阵 S 的逆（S 可逆的证明见[3]§2.4 例题 4.4。）

定理 2.21. 设 VN 是数域 F上的 N 维向量空间，{ei} ,
{

e′j
}
是 VN 的两组基，则从有序基 (ei)

到有序基
(
e′j
)
的过渡矩阵是从

(
e′j
)
到 (ei)的过渡矩阵的逆矩阵。具体地，若 e′j =

∑N
i=1 Sijei，

则 ei =
∑N

j=1 S
inv
ji e′j∗。

证明. 两边同乘 S−1 立刻得证，略。

特别地，由 n 维向量空间的一组基到它自身的过渡矩阵是 n× n 单位矩阵 In。

我们通过过渡矩阵可以写出一个向量 v ∈ VN 在两组有序基 (ei) ,
(
e′j
)
下的坐标之间的关

系，共有 N 条式子：

v =
N∑
j=1

v′je′j

=
N∑
j=1

v′j

(
N∑
i=1

Sijei

)

=
N∑
i=1

(
N∑
j=1

Sijv
′
j

)
ei

=
N∑
i=1

viei

⇔ vi =
N∑
j=1

Sijv
′
j, , i = 1, · · · , N

∗由于矩阵的分量是标量，为防与倒数的记法混淆，矩阵 S 的逆矩阵 S−1 的分量记为 Sinv
ij ，矩阵 S 的分量的倒数记为

S−1
ij 。
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这 N 个式子称为向量 v 从有序基
(
e′j
)
到 (ei) 的坐标变换公式。它们也可以写成一个矩阵乘

法表达式： 
v1
...

vN

 =


S11 · · · S1N

... ...

SN1 · · · SNN




v′1
...

v′N


注意到，对于同一个矩阵 Sij，它是从

(
e′j
)
到 (ei) 的过渡矩阵，但却用于向量 v 从 (ei)

下的坐标到
(
e′j
)
下的坐标的变换公式中。按照相同的推算方法还可以得到，向量 v 从

(
e′j
)
到

(ei) 的坐标变换公式是

v′j =
N∑
i=1

Sinv
ji vi, j = 1, · · · , N

接下来，我们讨论线性变换在给定不同有序基下的坐标矩阵之间的变换公式。

定理 2.22. 设 VN、WM 分别是数域 F上的 N、M 维向量空间，{ai} , {a′
i} ∈ VN 是 VN 的两组基，

基变换公式为 a′
j =

∑N
i=1 Sijai；{bj} ,

{
b′
j

}
是 WM 的两组基，基变换公式为 b′

j =
∑M

i=1 Tijbi。

线性变换 A : VN → WM 在 (ai) , (bi) 下的矩阵表示为 (A)，在 (a′
i) , (b′

i) 下的矩阵表示为 (A)′。

则有

(A) = T (A)′ S−1

(A)′ = T−1 (A)S

证明. 对于任一向量 v ∈ VN，记 w = Av ∈ WM。我们从向量 w 的坐标变换出发：

wi =
M∑
j=1

Tijw
′
j

=
M∑
j=1

Tij

(
N∑
k=1

A′
jkv

′
k

)

=
M∑
j=1

N∑
k=1

TijA
′
jk

(
N∑
l=1

Sinv
kl vl

)

=
M∑
j=1

N∑
k=1

N∑
l=1

TijA
′
jkS

inv
kl vl

=
N∑
j=1

M∑
l=1

N∑
k=1

TilA
′
lkS

inv
kl vj, i = 1, · · · ,M

其中 Aij, A
′
ij 分别是 (A) , (A)′ 的坐标。

另一方面，wi =
∑N

j=1 Aijvj, i = 1, · · · ,M，与上面的结果比较可得：

Aij =
M∑
l=1

N∑
k=1

TilA
′
lkS

inv
kj ⇔ (A) = T (A)′ S−1
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由 T−1 (A)S = T−1T (A)′ S−1S = (A)′，可得 (A)′ = T−1 (A)S。

有了基变换和坐标变换公式，我们可以验证任何关于抽象的向量和线性变换的运算结果

是否依赖基的选择。以下定理及其证明可作为一个示例。

定理 2.23. 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，则 V 上的内积运算结果不依赖基的选择。

证明. 设 (e) , (e′) 是 V 的任意两组有序基，任意两个向量 u, v ∈ V 在这两组有序基下的坐标

表示为：u =
∑n

i=1 uei =
∑n

i=1 u
′e′i, v =

∑n
i=1 vei =

∑n
i=1 v

′e′i。设由 (e) 到 (e′) 的过渡矩阵坐

标是 Sij，即

e′j =
n∑

i=1

Sijei, j = 1, · · · , n

则有：

ui =
n∑

i=1

Siju
′
j, vi =

n∑
i=1

Sijv
′
j, i = 1, · · · , n

记 Gij = (ei|ej) , G′
ij =

(
e′i|e′j

)
, i, j = 1, · · · , n，分别是基 {ei} , {e′i} 的格拉姆矩阵的分量，则

两组基之间的格拉姆矩阵变换关系为：

G′
ij =

(
e′i|e′j

)
=

(
n∑

k=1

Skiek

∣∣∣∣∣
n∑

l=1

Sljel

)

=
n∑

k=1

n∑
l=1

SkiSlj (ek|el)

=
n∑

k=1

n∑
l=1

SkiSljGkl

故 u, v ∈ V 的内积

(u|v) =
n∑

i=1

n∑
j=1

uivjGij

=
n∑

i=1

n∑
j=1

(
n∑

k=1

Siku
′
k

)(
n∑

l=1

Sjlv′l

)
Gij （利用了坐标变换公式。）

=
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

u′
kv

′
kSikSjlGij

=
n∑

k=1

n∑
l=1

u′
kv

′
lG

′
kl （利用格拉姆矩阵的坐标变换公式。）

可见两向量内积在任意两组基下的计算结果是相等的。
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推论 2.23.1. 设 V 是数域 F 上的有限维赋范向量空间，则 V 中向量的范不依赖基的选择。

证明. 由 V 上的内积不依赖基的选择易证 V 上的欧几里得范不依赖基的选择。再由范的等价

性（定理A.1）易证该命题。

2.4 线性算符

在线性变换的章节中，我们已经了解线性算符的定义（2.13）。除了满足所有线性变换的

性质外，由于线性算符的定义域和值域都是同一个向量空间，所以在线性算符之上能够定义比

较符合直觉的“乘法”，从而使得其求逆运算也更普遍。线性算符的可逆性是十分重要的性质。

在大学一年级的线性代数课程中我们知道，矩阵的可逆性对应于线性方程组是否有非全零解

的问题。在例2.9中我们知道求导和积分运算也是线性变换。它们所对应的方程是微分方程和

积分方程。它们是否可逆，对应的是微分方程和积分方程的解的存在性问题。线性代数的研究

者很早就发现，线性算符的可逆性与其行列式、对角化、特征值等性质密切相关，这些也是我

们已经在大学一年级的线性代数课程中以矩阵为例有所了解的。在第2.4.1节，我们将从给出行

线性算符的行列式、迹和特征值的不依赖基的选择的抽象定义，但是它们在给定有序基下的坐

标运算，跟以往我们所学过的知识无异。

2.4.1 线性算符的行列式、迹和特征值

线性算符的行列式、迹和特征值，都是关于一个线性算符的标量，而且这些标量的取值不

依赖基的选择。

线性算符的行列式

定义 2.17 (n × n 矩阵的行列式). 设 A 是数域 F 上的 n × n 矩阵（记为 A ∈ Fn×n），ai =

(Ai1, · · · , Ain) , i = 1, · · · , n 是 A 的第 i 行的有序数组，如果函数 D : Fn×n → F 满足：

1. D 是关于 (a1, · · · , an) 的 n 重线线性函数，即

D (a1, · · · , λai + a′i, · · · , an) = λD (a1, · · · , ai, · · · , an) +D (a1, · · · , a′i, · · · , an) , ∀λ ∈ F

2. 当 A 的任意两行相等则 D (A) = 0

3. 设 A′ 是 A 的任意两行调换后的矩阵，则 D (A′) = −D (A)

4. D (I) = 1，其中 I 是 n× n 单位矩阵

则称 D 是矩阵 A 的行列式（determinant），记为 detA。
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上述定义中的条件 1 是本身是n 重线性函数（n-linear function）的定义，条件 1 和条件

2 一起则是交替（alternating）n 重线性函数的定义。条件 3 是可由条件 1 和 2 独立证明得到

的（此略[4]§5.2），加到了定义中只是为了便于理解。我们可以说，行列式就是一个关于 n × n

矩阵的交替 n 重线性标量值函数且附加满足条件 4。

上面的定义隐含默认了任意一个 n×n矩阵的行列式是唯一存在的要求（因为“函数”的

定义本身要求这一条），但这未被证明。本讲义暂不列出详细证明的证明过程，只简述证明的

思路。证明存在性往往相当于于找到这一存在。回顾本科的线性代数课本，我们发现那里的定

义方式[3]§1.3 定义 3.1就帮我们找出了这一存在：

detA =
∑
σ

(sgnσ)A (1, σ1) · · ·A (n, σn)

其中 A (i, j) ≡ Aij；σi, i = 1, · · · , n 表示 n 阶排列 σ 的一种；sgnσ 是根据 σ 的奇偶性

取值 1 或 −1∗。作为存在性的证明，提出这一公式，然后验证其满足行列式定义中的条件，

就完成了。而唯一性的证明则需要如下引理：任意 Fn×n 上的交替 n 重线性函数 D 均满足

D (A) = detAD (I) , ∀A ∈ Fn×n，其中 detA 在此只需存在即可。该引理的证明也可以从上述

的行列式公式直接得出，使得行列式定义中的条件 4 实际成为行列式唯一性的必要条件。

以下定理列出了 n× n 矩阵的行列式的一些性质, 在本讲义中也不作证明而直接承认其成

立，因为它们都已经大学一年级的线性代数课程中介绍过了。

定理 2.24.

• det (AB) = detAdetB, ∀A,B ∈ Fn×n

• det (A⊺) = detA, ∀A,B ∈ Fn×n

• A 可逆 ⇔ det (A) 6= 0

• det (A−1) = (detA)−1 , ∀A,B ∈ Fn×n

• 如果 B 是 A 的第 i 行加上第 j 行的倍数得到的矩阵，则 detB = detA

• 克拉默法则（Cramer’s rule）[3]§1.5

定义在数域 F 上的有限维向量空间 V 上的线性算符 T ∈ L (V ) 在不同有序基下的坐标

矩阵之间有变换公式。设 B,B′ 是 V 的两组有序基，S 是从 B 到 B′ 的过渡矩阵，则由定

理2.22有 (T) = S (T)′ S−1，其中 (T) , (T)′ 分别是 T 在 B,B′ 下的坐标矩阵。由行列式的性质

有 det (T) = det [S (T)S−1] = det (T)′，因此一个线性算符在任意基下的坐标矩阵的行列式都

相等。由此我们可以直接定义“线性算符的行列式”，记为 detT，为其在任一基下的坐标矩阵

的行列式。正式定义如下。

∗关于 n 阶排列的知识可参见[3]§1.2。
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定义 2.18 (线性算符的行列式). 设 T 是 n 维向量空间 V 上的线性算符，B 是 V 的一组有序

基，则 T 的行列式 detT ≡ det (T)，其中 (T) 是 T 在 B 下的坐标矩阵。

线性算符的迹

从线性算符的行列式的定义过程，我们发现，与本科线性代数课上直接定义成一个运算公

式不同，我们总是先定义一组代数规则，再去证明这样的代数规则唯一对应一个具体的运算公

式。线性算符的迹也可按类似的方式重新定义。不过，既然已经通过行列式的例子来了解这种

思想，此处关于迹的定义仍采用简化的方式。值得注意的是，迹是定义在内积空间上的线性算

符上的。

定义 2.19 (线性算符的迹). 设 A是数域 F上的内积空间 V 上的线性算符，则 A的迹（trace）

为 trA ≡
∑

k (Aêk |̂ek)，其中 {êk} 是 V 的任意一组规范正交基。

易验，上述定义的迹的值不依赖基的选择而改变，从而任一线性算符唯一对应一个迹。我

们还能进一步获得如下性质。

定理 2.25. 设 A、B 是数域 F 上的内积空间 V 上的任意两个线性算符，则

1. tr (αA + B) = αtrA + trB

2. tr (AB) = tr (BA)

我们在此还可通过迹来定义 L (V ) 空间上的一种内积。

定义 2.20 (线性算符的标准内积). 设 A,B 是数域 F 上的内积空间 V 上的任意两个线性算

符，令 (A|B) ≡ tr (A∗B)，可验证，该定义满足内积规定，称为线性算符的标准内积（standard

inner product），经常记作 A : B。

读者可尝试自行推导两个线性算符的标准内积在给定基下的坐标运算公式。

线性算符的特征值

我们已经知道，向量空间上的线性算符在选定某组基下，它的性质就全由其坐标矩阵决

定。线性算符的特征值分析，其实是对一个线性算符的“内部结构”像对钟表那般进行解剖，

搞清楚它的运作方式。

尽管线性算符的特征值分析能给出很丰富的结论，但目前我们也许可以先从这样一种动

机去引入线性算符的特征值定义。比如我们关心一个线性算符是否可逆，从线性变换的维数

定理的角度，需要知道线性算符的秩，即其在任一选定基下的坐标矩阵的秩。从定理2.24的角
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度，需要知道线性算符的行列式，即其在任一选定基下的坐标矩阵的行列式。如果一个数域 F

上的 n 维向量空间 V 上的线性算符 T 在基 {ai} 下的坐标矩阵是对角矩阵，即

(T) =


λ1

. . .

λn

 , λi ∈ F, i = 1, · · · , n

就称线性算符 T 是可对角化的（diagonalizable）。此时有

Tai = λiai, i = 1, · · · , n

T 的值域就是由 λi 6= 0 对应的 ai 线性生成的，λi 6= 0 的个数就是 rankT，要想 T 可逆，必须

使得 rankT = n（满秩），或由 detT =
∏n

i=1 λi 6= 0 要求 (T) 的对角元素全不为零。总之矩阵

T 的很多性质就能确定了。

为了这一目标，我们先讨论一般的形如 Ta = λa 的情况。

定义 2.21 (特征值、特征向量、特征空间). 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，T ∈ L (V )

是一个线性算符。若存在 a 6= 0, a ∈ V , λ ∈ F 满足 Ta = λa，则称 λ 是 T 的一个特征值

（characteristic value），a 是 T 对应于特征值 λ 的一个特征向量（characteristic vector）。T 关

于同一特征值 λ 的所有不同的特征向量的集合称为 T 的特征空间（characteristic space）。

𝐓

𝐜11, 𝐜12, ⋯

𝐜21, 𝐜22, ⋯

𝐜𝑛1, 𝐜𝑛2,⋯

det 𝐓 − 𝜆𝐈 = 0
𝐓𝐜 = 𝜆1𝐜 𝐜

𝜆1

𝜆2

𝜆𝑛

⋮

𝐓𝐜 = 𝜆2𝐜 𝐜

𝐓𝐜 = 𝜆𝑛𝐜 𝐜

⋮

图 2.3: 复数域上的 n 维向量空间上的线性算符 T 有 n 个特征值，对应每个特征值都可能有

一个或以上的特征向量。对应于每个特征值的所有特征向量的集合称为关于该特征值

的特征空间。特征空间具有向量运算的封闭性（需证明），故它们都是所在向量空间的

子空间。
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由特征值和特征向量的定义可知，复数域上的 n 维向量空间上的线性算符可以有 n 个特

征值。对应于同一个特征值，可能有多个特征向量。能够证明，关于同一特征值的特征空间是

向量空间的一个子空间，作为定理如下。

定理 2.26. 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，T ∈ L (V ) 是一个线性算符，则 T 的特征

空间是 V 的子空间。

证明. 设 a, b ∈ V 是关于 T的特征值 λ的其中两个特征向量，则对任意 α ∈ F有 T (αa + b) =

αTa + Tb = αλa + λb = λ (αa + b)。

定义2.21只告诉我们，如果有满足定义的东西，则把它称为什么；它没有告诉我们这样的

东西存不存在，如何去求它们。为使特征值的概念更实用，我们进一步考虑一个重要的线性算

符表达式。设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，T ∈ L (V ) 是一个线性算符，λ 是 T 的一

个特征值，a 是 T 关于 λ 的任一特征向量，则总有

(T − λI) a = Ta − λIa = 0

即 T 关于 λ 的特征空间就是线性算符 T−λI 的零空间。根据线性变换的维数定理，T 的特征

空间的维数就是 T − λI 的零化度，进而有如下定理。

定理 2.27. 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，T ∈ L (V ) 是一个线性算符，则以下命题相

互等价：

1. λ 是 T 的特征值

2. T − λI 是奇异的

3. det (T − λI) = 0

证明. 我们在本科的线性代数课中已经了解，矩阵行列式为零，就是该矩阵相对就的一个线性

方程组无非全零解，亦即该矩阵是不可逆的。这些结论的详细证明就是对 2 ⇔ 3 的证明。此

略。1 ⇔ 3 可利用行列式的性质简单证得，此略。

这一定理的第 3 个命题实际提供了一个求算给定线性算符的特征值的方法。因为

det (T − λI)

必是一个 dimV 阶首一多项式∗。因此可将其定义为 T 的特征多项式（characteristic polyno-

mial），从而 T 的任一特征值均为其特征多项式的一个根。在复数域上，由代数基本定理，n

∗这一命题的结论需要依靠多项式代数的知识来证明。后文还要用到代数基本定理，这个定理也是通过多项式代数证明的

重要结论，此略[4]。
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阶首一多项式有且必有 n 个复根（可能有重根）∗。因此我们可以说复数域上任一 n 维线性空

间上的线性算符必有 n 个特征值；解其特征多项式就可以得到它们全部。

本节开头提出的，希望线性变换在某组基下的坐标矩阵是对角矩阵，这相当于要求线性变

换的特征向量直接就是一组基。我们可以从这一要求出发，找出与其等价的一系列命题，如以

下定理所示。

定理 2.28. 设 V 是数域 F 上的 n 维向量空间，T ∈ L (V ) 是一个线性算符，{θ1, · · · , θk} 是

T 的两两不同的特征值，Wi 是线性算符 T − θiI 的零空间，则以下命题相互等价：

1. T 是可对角化的；

2. T 的特征多项式是

(θ − θ1)
d1 · · · (θ − θk)

dk

且

dimWi = di, i = 1, · · · , k

3. dimV =
∑k

i=1 dimWi

这一定理第 1、2 条之间的等价性可见[3]§5.2 定理 2.1，第 2、3 条之间的等价性要参考其他线

性代数教材[4]§6.2。

若考察第 1、2 条之间等价的证明过程，我们将看到，复数域上的向量空间上的任一线性

算符必有 n 个特征值。但只有当这一线性算符可对角化时，才能从这些特征值对应的特征空

间中找到 n 个线性无关的向量。如果线性算符 T 可对角化，它的对角坐标矩阵的对角元素就

是 T 的 n 个特征值。如果 T 不可对角化，那么 T 仍可以有 n 个特征值，但就无法找到任何

一组基，使 T 在其下的坐标矩阵是一个对角矩阵，更别说想要是以 T 的特征值作为对角元素

的对角矩阵了。也就是说，我们不存在这样一种情况：T 可对角化，但其对角矩阵的对角元素

却不全是 T 的特征值。

若考察第 2、3 条之间等价的证明，我们将看到，在复数域上，无论一个线性算符 T 是否

可对角化，它的 n 个特征值中都有可能有重复的（即 T 的特征多项式有重根）。设 θ1, · · · , θk
为 T 的两两不同特征值，第 j 个特征值重复 dj 次。如果 T 可对角化，则 T 的对角化坐标矩

阵可以写成

(T) =


θ1I1

. . .

θkIk


∗这样的数域又叫代数闭域。例如实数域就不是代数闭域。所以线性算符所有关于特征值的性质，在实数域上都需要小心

是否会丧失。
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其中 Ij 表示 dj × dj 单位矩阵。证明过程明确了这一结论：每个两两不同特征值的重复次数

dj 就是它对应的特征空间的维数，进而有 d1 + · · ·+ dk = n。此外，对应于不同特征值的特征

向量线性无关。也就是说从若干个两两不同的特征值所对应的特征空间中分别各取一个向量

所组成的向量组必为一个线性无关向量组[3]§5.1 性质 1.4，但是反过来我们不能说任意两个线性无

关的特征向量必对应于两个不同特征值。

以下定理[3]§5.1 性质 1.1、1.2给出了特征多项式最重要的三项的系数：

定理 2.29. 设 {λi}是线性算符 T ∈ L (V )的 n个特征值，则 trT =
∑n

i=1 λi，detT =
∏n

i=1 λi，

det (T − λI) = λn − trTλn−1 + · · ·+ (−1)n detT

证明. 利用 n 阶行列式的计算公式证明，略。

特别地，当 n = 3 时，det (T − λI) = −λ3 + trTλ2 − 1
2
(tr2T − trT2)λ + detT。我们令

IT = trT, IIT = 1
2
(tr2T − trT2) , IIIT = detT，称为 T的第一、第二和第三主不变量（principal

invariants）。易见这些主不变量都是标量，且它的值不依赖基的选择，与 T 唯一对应。我们

还常用 J1 = IT, J2 = I2T − 2IIT, J3 = I3T − 3ITIIT + 3IIIT，中文也常译为主不变量（main

invariants）。

定理2.29和2.24告诉我们验证线性算符是否可逆的一个方法；可逆线性算符所有特征值不

为零。

2.4.2 内积空间上的线性算符

当我们为一个向量空间赋予了内积定义，这个空间上的线性算符的性质也相应增加了。由

于向量的内积与“投影”、“正交”等几何概念密切相关，向量的范与“长度”这一几何概念概

念密切相关，欧几里得范与内积之间也密切相关，因此内积空间上的线性算符也富有几何意

义。我们先分别介绍伴随算符（§2.4.2伴随算符）和幺正算符（§2.4.2幺正算符）。它们都属于

正规算符（§2.4.2正规算符）。在正式的线性代数教材中，这些算符的内容十分繁杂。本讲义在

此只列举一些流变学理论用到的结论。

伴随算符

按照内积的定义，我们有 (a|αb) = (αa|b)（α 6= 0）。如果把等号左边的标量 α 换成一个

非零线性算符 T，那么处于等号右边的“α 的复数共轭”这一角色的，又会是怎样的一个线性

算符？我们先给这个线性算符一个名称，然后再分析它的特点。
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定义 2.22 (伴随算符). 设 V 是数域 F 上的内积空间，T ∈ L (V ) 是 V 上的线性算符。若

存在另一线性算符 T∗ ∈ L (V ) 满足 (Ta|b) = (a|T∗b) , ∀a, b ∈ V，则称 T∗ 是 T 的伴随算符

（adjoint operator）。若 T = T∗，则称 T 是一个自伴随（self-adjoint）或厄米（hermitian）算

符。若 T = −T∗，则称 T 是一个反厄米（skew hermitian）算符。

在有限维内积空间上，每一个线性算符有且只有一个伴随算符（证明见附录 §A.3）。

易验，若 T 是厄米算符，则 iT 就是反厄米算符。

以下定理列举了一些伴随算符的运算规律。

定理 2.30. 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，

1. (T + U)∗ = T∗ + U∗, ∀T,U ∈ L (V )

2. (αT)∗ = αT∗, ∀T ∈ L (V ) , α ∈ F

3. (TU)∗ = U∗T∗, ∀T,U ∈ L (V )

4. (T∗)∗ = T, ∀T ∈ L (V )

证明. 利用相关定义易证，留作练习。

从上面的运算规律可以看出，线性算符的伴随与复数的共轭有些类似。例如在复数域 C

上的内积空间 V 上，任一线性算符 T 都可以写成“虚部与实部”的形式，即 T = U1 + iU2，

其中 U1 = 1
2
(T + T∗) ,U2 = 1

2i
(T − T∗) 都是自伴随算符。注意到，iU2 是反厄米算符，故我

们也常说任一线性算符 T 都可以分解成一个厄米算符和一个反厄米算符。

一对伴随算符在给定基下的坐标矩阵之间的关系是矩阵的共轭转置。以下我们给出证明。

从证明的过程可以注意到，内积空间上的向量和线性算符如何通过内积来取得它们在给定有

序基下的坐标。

定理 2.31. 设 V 是数域 F上的 n维内积空间，B = {êi}ni=1 是 V 的一组规范正交基，V 上的

线性算符 T及其伴随算符 T∗ 在有序基 B 下的坐标分别是 Tij, T
′
ij, i, j = 1, · · · , n，则 Tij = T ′

ji。

证明. 设 a ∈ V 是 V 中的任一向量，则 a =
∑n

i=1 αiêi，其中 αi, i = 1, · · · , n 是 a 在有序基

B 下的坐标，则 αi = (a|̂ei)，因为

(a|̂ei) =
(

n∑
j=1

αj êj |̂ei

)
=

n∑
j=1

αj (êi |̂ej)

=
n∑

j=1

αjδij = αi
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由 §2.2.2可知，线性算符 T 在给定有序基 B 下的坐标 Tij 满足 Têi =
∑n

j=1 Tjiêj, i =

1, · · · , n。同时每个 Têi 作为一个向量在有序基 B 下的坐标满足上面刚刚证明结论，故 Têi =∑n
j=1 (Têi |̂ej) êj。由于 {êj} 线性无关，当 T 6= 0 时比较上述两结果可得 Tij = (Têj |̂ei)。

由伴随算符定义，

Tji = (Têi |̂ej) = (êi|T∗êj)

= (T∗êj |̂ei)

= T ′
ij

注意，这一定理讨论的是厄米算符仅限于在规范正交基下的坐标规律。在一般有序基下的

坐标规律表达式将额外含有该组基的格拉姆矩阵分量。

回顾线性变换的转置（§2.2.3），如果由 V 的每个向量 a ∈ V 定义一个相应的线性泛

函来实现内积，即 fa ∈ V ∗, fa (b) ≡ (a|b)，则 V 上的任一线性算符 T ∈ L (V ) 与其转置

T⊺ ∈ L (V ∗) 将满足

(T⊺fa) (b) = (a|Tb) , ∀a, b ∈ V

同时 T 与 T⊺ 在给定一对基 B ⊂ V 与对偶基 B∗ ⊂ V ∗ 下的坐标矩阵互为矩阵的转置。而线

性算符 T 与其伴随算符 T∗ 满足

(Ta|b) = (a|T∗b) , ∀a, b ∈ V

且 T 与 T∗ 在给定基 B 下的坐标矩阵之间互为矩阵的共轭转置。比较可发现，线性算符的转

置与伴随似乎仅存在“是否需要共轭”的差别，这个差别来自于它们扮演的角色是放在在内

积的第一个向量前面还是第二个向量前面。本讲义的内积定义规定对第二向量具有共轭线性，

所以坐标矩阵需要共轭的是定义在内积的第二个向量的伴随算符。但是，线性变换的转置和伴

随概念根本不同。因为 T⊺ ∈ L (V ∗) 而 T∗ ∈ L (V )，即它们属于不同的空间，作用于不同空

间中的对象。在实数域中（经典力学语境下），线性算符的伴随的概念不如在复数域中（量子

力学语境下）重要。在本讲义后续内容中凡涉及到实数域上的线性算符，都暂不区分其转置和

伴随，而均写成 T⊺。

此外，在以往所学习的矩阵代数中，有“对称矩阵”的概念。如果数域 F 上的 n × n 矩

阵 A ∈ Fn×n 满足 A = A⊺，则称矩阵 A 是对称矩阵（symmetric matrix）；若 A = −A⊺，则

称矩阵 A 是斜称矩阵（skew-symmetric matrix）。由厄米与反厄米算符的定义可知，只有在实

数域 R 上的内积空间上，厄米和反厄米算符在给定基于的坐标矩阵才是对称和斜称矩阵。因
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此，我们又把实数域上的厄米和反厄米算符∗称为对称算符（symmetric operator）和斜称算符

（skew-symmetrix operator）。

最后我们关心一下厄米和反厄米算符在特征值分解时的性质。归入以下定理——

定理 2.32. 设 V 是数域 F 上的 n 维内积空间，T 是 V 上的一个线性算符，则

1. 若 F = C，T 是厄米算符，则 T 的特征值全为实数。

2. 若 T 是厄米算符，则 T 的两个不同特征值分别对应的两个特征向量正交。

3. 若 V 是有限维的，T 是厄米算符，则 T 至少有一个（非零）特征向量。

4. 若 V 是有限维的，T 是厄米算符，则 V 中存在一组规范正交基是 T 的特征向量。

5. 若 F = C，T 是反厄米算符，则 T 的所有特征值都是纯虚数或 0。

证明.“1”的证明：设 λ 是 T 的任意一个特征值，a 是 T 关于 λ 的任意一个特征向量，即

Ta = λa，则

(a|Ta) = λ (a|a) = (Ta|a) = λ (a|a)

⇔λ = λ

其中用到了 a 是特征向量故 a 6= 0。

“2”的证明：设 λ1 6= λ2 是 T 的两个特征值，a1, a2 分别是 λ1, λ2 对应的特征向量，则

(a1|Ta2) = λ2 (a1|a2) = (Ta1|a2) = λ1 (a1|a2)

⇔ (λ1 − λ2) (a1|a2) = 0

⇔ (a1|a2) = 0

其中用到了“1”。

“3”的证明：我们建立以下联系，以便在矩阵代数的层面证有关于 T 的命题。

设 V 是复数域 C 上的 n 维内积空间，B = {êi} 是 V 的一组规范正交基。记 Tij 是 T 在

B 下的坐标，则矩阵 T 是厄米矩阵。

设 W 是 C 上所有 n × 1 矩阵（“列向量”），并定义了内积 (X|Y ) = Y
⊺
X, ∀X,Y ∈ W。

在 W 上定义映射 U (X) ≡ TX，则 U 是 W 上的厄米算符，因为

(X|U (Y )) = (X|TY ) = (TX|Y ) = (U (x) |Y )

其中用到了 T = T
⊺
。

∗即在实数域上的内积空间，满足定义2.22中的内积运算性质的线性算符。
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由“1”，矩阵 T 的特征多项式应全为实根。设 λ1 是其中一个实根（即 λ1 是矩阵 T 的一

个特征值），则存在非零 X ∈ W , X = (x1, · · · , xn)
⊺ 满足线性方程组

(T − λ1I)X = (0, · · · , 0)⊺

则 V 中有非零向量 x =
∑n

i=1 xiêi 满足 Tx = λ1x。

若 V 是实数域 R 上的 n 维内积空间，由于 T 的所有特征值（包括 λ1）都是实数，在实

数域上 det (T − λ1I) = 0 仍成立，故在实数域上，上述线性方程组仍有非零解。

“4”的证明见附录。

“5”的证明：与“1”的证明类似，略。

在特征值的章节中曾提到，在复数域上，对于一般向量空间上的线性算符，对应于不同特

征值的特征向量线性无关。定理2.32“2”其实是这一结论中的线性算符是内积空间上的厄米

算符时的延伸结论；这种情况下对应于不同特征值的特征向量不仅线性无关，还两两正交。

第 4 条再加上定理2.28可知，

推论 2.32.1. 可逆厄米算符必可对角化。

推论 2.32.2. 在实数域 R 上的有限维内积空间 V 上，某线性算符 T 是对称算符当且仅当 V

中存在一组规范正交基是 T 的特征向量。

证明.“充份性”：定理2.32“4”的证明过程并不依赖复数域的特殊性，故其结论在实数域上仍

成立。

“必要性”：设 {êi}是 V 的一组规范正交基且它们是 T的特征向量。记 λi ∈ R, i = 1, · · · , n

为 êi 所对应的 T 的特征值，则有 Têi = λiêi, i = 1, · · · , n。故有

(Têi |̂ej) = λiδij, i, j = 1, · · · , n

(T∗êi |̂ej) = (êi|Têj)

= λjδij, i, j = 1, · · · , n

因此在在某组基下，T∗ 的坐标矩阵等于 T 的坐标矩阵，故 T = T∗

幺正算符

幺正算符有许多相互等价的性质，选择哪一个作为其定义在数学上也都是等价的。本讲义

仍倾向于从其在内积运算中扮演的角色——保持内积运算结果不变——来定义。
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引理 2.2. 设 V 是数域 F 上的内积空间。若双射 Q : V → V 满足

(Q (a) |Q (b)) = (a|b) , ∀a, b ∈ V

（又可说 Q 保持内积，或说 Q 是 V 上的自同构映射（automorphism），则 Q 是 V 上的线性

算符。

证明. 因 Q 是双射，故对任意给定的 a′ ∈ V 必存在唯一 a ∈ V 满足 a′ = Q (a)，给定任意

u, v ∈ V 和 α ∈ F，有

(Q (αu + v)− αQ (u)−Q (v) |a′) = (Q (αu + v) |a′)− α (Q (u) |a′)− (Q (v) |a′)

= (αu + v|a)− α (u|a)− (v|a)

= 0

⇒ Q (αu + v) = αQ (u) +Q (v) , ∀u, v ∈ V , α ∈ F

定义 2.23 (幺正算符). 设 V 是数域 F 上的内积空间，若映射 Q : V → V 是保持内积的双射，

就称 Q 是 V 上的一个幺正算符（unitary operator）。

因此定义2.23又可以简洁地表述为：内积空间上的自同构映射叫做幺正算符。

幺正算符的其他等价的定义，可见以下定理。

定理 2.33. 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，Q ∈ L (V ) 是一个线性算符，则以下命题

相互等价：

1. Q 保持内积（即 Q 是幺正算符）

2. Q 是双射

3. Q 把 V 的某个规范正交基映射为另一个规范正交基

4. Q 把 V 的每个规范正交基映射为一个规范正交基

5. QQ∗ = I

证明. 1)⇒2)：由 1)，(Qa|Qa) = (a|a) ≥ 0∀a ∈ V，当且仅当 a = 0 时取等号。故 Q 是非奇异

的。由于 Q : V → V，故 Q 是双射∗。

∗这里用到了线性变换的维数定理及其推论。
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2)⇒3)：由于 Q是内积空间上的同构映射，令 {êi}是 V 的一组规范正交基，则由向量空间

上的同构映射性质，{Qêi} 是 V 的一组基，且有
(
Qêi|Qêj

)
= (êi |̂ej) = δij, i, j = 1, · · · , dimV，

故 {Qêi} 是 V 的一组规范正交基。

3)⇒4)：显然易证；

4)⇒1)：由 4)，若已知 {êi} 是 V 的一组规范正交基，且 {Qêi} 也是规范正交基，则有(
Qêi|Qêj

)
= δij = (êi |̂ej)。对任意 a, b ∈ V，又有 a =

∑n
i=1 αiêi, b =

∑n
i=1 βiêi, n ≡ dimV，

则 (a|b) =
∑n

i=1 αiβj, (Qa|Qb) =
(∑n

i=1 Qêi|
∑n

j=1 Qêj
)
=
∑n

i=1 αiβj = (a|b)，故 Q 保持内积。

1)⇒5)：设 Q 是幺正算符，则 Q 可逆，且 (Qa|b) =
(
Qa|QQ−1b

)
= (a|Q−1b) , ∀a, b ∈ V。因

此 Q−1 = Q∗ 即 QQ∗ = I = Q∗Q。

设 Q∗Q = QQ∗ = I，则 Q−1 = Q∗, (Qa|Qb) = (a|Q∗Qb) = (a|Ib) = (a|b) , ∀a, b ∈ V。

上述定理告诉我们，幺正算符必可逆，且幺正算符的逆算符也是幺正算符。

如果在内积空间 V 上还定义了欧几里得范 ‖a‖2 ≡ (a|a) , ∀a ∈ V，那么当 Q ∈ L (V ) 是

一个幺正算符时，就有 ‖Qa‖ = ‖a‖ , ∀a ∈ V，即幺正算符不改变向量的“长度”。如果一个算

符作用于一个向量后，不改变其“长度”，那就只剩改变其“方向”的效果了。这强烈地暗示

了幺正算符的几何意义，将在后面正式介绍。

此外还易证，两个幺正算符的复合也是幺正算符。特别地，恒等算符 I本身就是一个幺正

算符。

定理2.33的第 5 条，常被作为幺正算符的定义。在以往所学习的矩阵代数中，有“正交矩

阵”的概念。如果数域 F上的 n×n矩阵 A ∈ Fn×n 满足 A⊺A = I，其中 I 是 n×n单位矩阵，

则称矩阵 A 是正交矩阵（orthogonal matrix）。对于抽象的线性算符，我们知道一个线性算符

与其伴随算符在给定基下的坐标矩阵之间的关系，在实数域上，就是矩阵转置。因此2.33的第

5 条在实数域上相当于说幺正算符在给定基下的坐标矩阵是一个正交矩阵。因此，我们又把实

数域上的幺正算符称为正交算符（orthogonal operator）。

现在我们说说定理2.33的第 3、4 条。回顾线性变换的坐标变换公式（定理2.22）。在那里，

我们只考虑在两组一般的基之间的变换公式。现设 B = {êi}、B′ = {ê′i}是数域 F上的 n维内

积空间 V 的两组规范正交基。Q是由 B 到 B′ 的过渡矩阵，即 Q满足 ê′j =
∑n

i=1 Qij êi, j =

1, · · · , n。如果 Q是某线性算符 Q在基 B下的坐标矩阵，那么 Q满足定理2.33的第 3条，于是

Q是幺正算符且满足定理2.33的其他几条命题。对于 V 上的另一任意线性算符 T，我们有坐标

变换公式：(T)B′ = Q (T)B Q−1。但由于 Q是幺正算符，QQ∗ = I，因此有 (T)B′ = Q (T)B Q∗。

我们再联系定理2.32的第 4 条：若 T 是厄米算符，则 V 中存在一组规范正交基——

不妨记为 B——恰为 T 的特征向量。因此，任一厄米矩阵 T ≡ (T)B′ 与它的对角矩阵 D ≡

diag (λ1, · · · , λn)之间就相差一个形如 T = QDQ∗的形式，其中 Q是一个幺正矩阵[3]§5.3 定理 3.6。
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我们把对某一矩阵进行对角化时所使用的可逆矩阵同时是幺正矩阵的情况称作幺正地对角化

（unitarily diagonalization）。因此可以说，可逆厄米算符跟一般可对角化的算符的区别是：与

后者相比，前者不仅是可对角化的，还是可幺正地对角化的。特别地，在有限维实内积空间

上，一个线性算符是对称算符当且仅当该内积空是中有一组规范正交基是该算符的特征向量。

也就是说，定理2.32命题“4”在复数域上作为厄米算符时逆命题不成立，但在实际数域上作

为对称算符时逆命题也成立。

最后我们关心一下幺正算符在特征值分解时的性质∗——

定理 2.34. 设 V 是数域 F 上的 n 维内积空间，Q 是 V 上的一个线性算符，{λ1, · · · , λn} 是

其特征值。若 Q 是幺正算符，则 |λi| = 1, i = 1, · · · , n。

证明. 设 λ 是 Q 的任一特征值，且 c 是 Q 关于这一特征值的任一特征向量。由幺正算符定义

有

(c|c) = (Qc|Qc) = λλ (c|c)

由于特征向量都是非零向量，故 (c|c) > 0，上式成立只需 λλ = 1 ⇔ |λ| = 1。

幺正算符可对角化。但这一命题的证明在引入了正规算符（normal operator）之后再证明

更加直接。本讲义不打算详细介绍正规算符。在此简要提及其定义和最重要的性质之一。

正规算符

定义 2.24 (正规算符). 设 V 是数域 F 上的内积空间，T ∈ L (V ) 是一个线性算符，如果

TT∗ = T∗T，则称 T 是正规算符（normal operator）。

很容易验证，厄米算符和幺正算符都是正规算符。在复数域上，正规算符必可对角化，因

为如下的定理

定理 2.35. 设 V 是复数域 C 上的内积空间，T ∈ L (V ) 是一个正规算符，则 V 中必有一组

规范正交基是 T 的特征向量。

该定理的证明路径较长，此略[4]§8.5 Theorem 22。但值得注意的是定理2.32“4”已证明该结论

至少对厄米算符是成立的。

∗在大一的线性代数课中只介绍了考虑实数域上的正交矩阵的对角化[3]§5.3 定理 3.7，得到一系列性质。但是这些性质需要

在复数域的更一般情况下得到确认。
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结合此定理与定理2.28可知，在复数域上，正规算符必可幺正地对角化。而由定理2.32的

推论，在实数域上，对称算符必可正交地对角化。

其逆命题也成立，即在复数域 C上，可幺正地对角化的算符必为正规算符。因为说一个线

性算符 T可幺正地对角化，就是说存在一组规范正交基 B 满足 (T )B = diag (λ1, · · · , λn)，其中

{λi}是 T的特征值。若 Q是从 B 到另一规范正交基 B′ 的过渡矩阵，则 (T)B′ = Q (T)B Q−1。

易验 (T)B′ (T)⊺B′ = (T)⊺B′ (T)B′，亦即 TT∗ = T∗T，故 T 为正规算符。

还有两个定理不是关于正规算符的，但却需要引入正规算符及其谱定理才可证明，本讲义

无法详细介绍。不过，这两个定理使得复数域上的线性算符很像复数。比如，厄米算符的所有

特征值都是实数，因此类比于“实数”，我们可以给厄米算符定义“正”或“非负”的概念如

下。

定义 2.25. 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，T 是 V 上的自伴随算符。

1. 如果 (Ta|a) ≤ 0, ∀a ∈ V，则称 T 为非负（non-negative）算符；

2. 如果 (Ta|a) > 0, ∀a ∈ V，则称 T 为正（positive）算符。

以下定理类似“非负实数的平方根是非负实数”。

定理 2.36. 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，T ∈ L (V ) 是一个非负算符，则必存在唯一

非负算符 N ∈ L (V ) 满足 T = N2。

以下定理则类似于：任一复数 z可分解为 z = ρeiθ，其中 ρ是非负实数，表示伸缩；
∣∣eiθ∣∣ = 1，

表示旋转。对于复数，这叫“极坐标分解”。对于线性算符，这叫极分解。

定理 2.37 (极分解). 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，T ∈ L (V ) 是一个线性算符，

则总存在幺正算符 Q 和唯一一个非负算符 N 满足 T = UN，称为 T 的一个极分解（polar

decomposition）。如果 T 可逆，则连 Q 也是唯一的。如果 T 是正规算符，则 QN = NQ。

值得注意的是，对于非正规算符 T，可极分解为 T = N1Q = QN2，且一般地 N1 6= N2。

在连续介质力学部分，讲到形变梯度张量的时候，就需要用到极分解定理。
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在经典力学中, 我们总假定物理事件发生欧几里得空间中。在本节我们将以集合的语言重

新引入欧几里得空间。

3.1 欧几里得空间的构建

为了建立一个几何空间，我们需要先让一个集合的两个元素间有“距离”的概念。

定义 3.1 (度量空间). 设 E 是一个非空集合，如果映射 d : E × E → [0,+∞) ⊂ R 满足

1. 不可区分者的同一性：d (x, y) = 0 ⇔ x = y, ∀x, y ∈ E

2. 对称性：d (x, y) = d (y, x) , ∀x, y ∈ E

3. 三角不等式：d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) , ∀x, y, z ∈ E

则称 d 是定义在 E 上的一个度量（metric），有序对 (E , d) 是一个度量空间（metric space）。

由定义易证，度量总是非负的，即 d (x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ E。由第 3 条，d (x, y) + d (y, x) ≥

d (x, x)；再由第 2条，d (x, y)+d (x, y) ≥ d (x, x)；最后由第一条有 2d (x, y) ≥ 0 ⇒ d (x, y) ≥ 0

（当且仅当 x = y 时取等号）。由于这是定义3.1中的规定能够推出的，因此就算它是我们对距

离的最直观要求，但却无需写进定义3.1中。

例 3.1. 1. 设 M = {0, 1}，定义 d (x, y) , ∀x, y ∈ M

d (x, y) =

 1, x 6= y

0, x = y

则 (M,d) 是一个度量空间。把 M 改成实数集 R，结合上列定义的 d，(R, d) 也是一个

度量空间。

2. 数域 F 上的赋范向量空间 V，连同 d (a, b) ≡ ‖a − b‖，构成一个度量空间 (V , d)。

3. 在实区间 [0,∞) 上定义的度量 d (x, y) = |x− y| 形成一个度量空间。

易验，若 (M,d) 是一个度量空间，N 是 M 的一个子集，则 (N, d) 也是一个度量空间。

度量空间之间的同态映射将保持距离。具体地，
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定义 3.2 (等距变换). 设 (A, dA) , (B, dB) 是两个度量空间，若映射 i : A → B 满足

dB (i (a) , i (b)) = dA (a, b) , ∀a, b ∈ A

则称 i 是由 (A, dA) 到 (B, dB) 的一个保距映射（distance-preserving mapping）；若 i 是双射，

则称 i 是由 (A, dA) 到 (B, dB) 的一个等距变换（isometry）。若两个度量空间之间可以定义出

至少一个等距变换，则称这两个度量空间是等距的（isometric）。

所有保距映射都是单射，因为当 a = b, dB (i (a) , i (b)) = dA (a, b) = 0 ⇒ i (a) = i (b)。因

此也可以说，等距变换是满射的保距映射。

一个集合 M 上可以定义不止一种度量映射，而形成不同的度量空间。两个度量空间之间

也可以存在不止一个保距映射或等距变换。由一个度量空间到另一个度量空间的一个映射是

否保距映射或等距变换，依赖这两个度量空间的度量定义。

例 3.2. 等距变换的一些例子：

1. 给定两个度量空间：(
R+, d1

)
, d1 (x, y) = |logx− logy| , ∀x, y ∈ R+

和

(R, d2) , d2 (x, y) = |x− y| ∀x, y ∈ R

则映射 log : R+ → R 是这两个度量空间的一个等距变换。

2. V 是数域 F上的赋范向量空间，度量空间 (V , ‖·‖)到 (V , ‖·‖r)的映射 i : V → V , i (a) =

r−1a, ∀a ∈ V 是一个等距变换，其中 ‖·‖r = r ‖·‖ , r ∈ F。

3. 接着例3.1中的第 1 个例子，V 上的幺正算符是该例的度量空间中的等距变换。

4. 接着例3.1中的第 2 个例子，定义函数 f (x) = x+ 1, ∀x ∈ [0,∞)，则 f 是该例的度量空

间中的一个等距变换。

为了建立一个几何空间，我们特别关心的是从一个度量空间 (M,d) 到其自身的等距变换

（度量空间的自同态映射）。特别地，若 (M,d) 上的所有等距变换的集合 I 满足：

G1 封闭性：∀i1, i2 ∈ I , i1 ◦ i2 ∈ I

G2 结合律：∀i1, i2, i3 ∈ I , , (i1 ◦ i2) ◦ i3 = i1 ◦ (i2 ◦ i3)

G3 单位元：集合 M 上的恒等映射 idM : M → M, idM (x) = x, ∀x ∈ M 也是等距变换，即

idM ∈ I，且满足 ∀i ∈ I , idM ◦ i = i ◦ idM = i

G4 逆元：∀i ∈ I∃i−1 ∈ I i−1 ◦ i = idM

则称 I 是度量空间 (M,d) 的等距群（isomtric group）。事实上，条件 G1 至 G4 是群的一般

定义——
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定义 3.3 (群). 设 G 是一个非空集合，若为 G 的元素规定一个二元运算（binary operation），

记为 x ◦ y, x, y ∈ G∗，且该运算具有以下性质：

1. 封闭性：x ◦ y ∈ G, ∀x, y ∈ G；

2. 结合律：(x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) , ∀x, y, z ∈ G；

3. 单位元：∃e ∈ G, e ◦ x = x ◦ c = x, ∀x ∈ G；

4. 逆元：∀x ∈ G, ∃x−1 ∈ G, xx−1 = x−1x = e。

因此，一个度量空间上的等距群是由该度量空间上的等距变换基于映射的复合运算形成

的群。

易证，群的单位元和逆元总是唯一的，这也跟向量空间的情况类似。一般地，群的定义不

包括交换律。满足交换率的群叫交换群（commutative group）。交换群的二元操作比较像平时

的“加法”。向量空间的定义中，若去除标量乘的规定，剩下的规定实际上定义了一个交换群。

例 3.3. 设 V 是数域 F 上的 n 维向量空间，V 上的所有可逆算符的集合，基于算符的复合

操作，形成一个群。我们称这个群为数域 F 上的 n 维一般线性群（generalized linear group），

记作 GL (n,F)；在所讨论的数域维持不变时，简记为 GL (n)。

为了使空间两点间不仅有距离的概念，还能有“有向线段”的概念（即以往我们所习惯的，

用“向量”来描述几何对象的数学语言），我们需要从一个度量空间的等距群中定义出一个向

量空间。因此首先要使一个度量空间上的等距群或等距子群成为一个交换群。

设 (E , d) 是一个度量空间，I 是 (E , d) 上的等距群，若 I 的子群 V 满足：

G5 交换律：i1 ◦ i2 = i2 ◦ i1, ∀i1, i2 ∈ V；

G6 V 在 E 上的作用（action）的传递性，即对 E 中的任一点 X 和一点 Y，总存在 I 中的

一个等距变换 i 满足 Y = i (x)。

则 V 是 I 的一个交换子群。一般地，度量空间上的等距群 I 的满足条件 G5 至 G6 的子群

V 最多只有一个。

接下来我们赋予 V 以实数域上的标量乘法规定，即使 V 具有满足以下规定的形式运算：

S1 ∀α ∈ R, i ∈ V , αi ∈ V。特别地，∀i ∈ V , 1i = i；

S2 ∀α, β ∈ R, i ∈ V , α (βi) = (αβ) i；

S3 ∀α ∈ R, i, j ∈ V , α (i ◦ j) = (αi) ◦ (αj)

S4 ∀α, β ∈ R, i ∈ V , (α + β) i = (αi) ◦ (βi)

带有上述规定的 V 形成一个实数域 R 上的向量空间。

∗跟复合映射的符号一样，可算是一种推广意义的使用，因为映射的复合就是一种二元运算。

更新至 2023-12-04 69



3.2 角、直线、位置向量和坐标系 第三章 欧几里得空间

向量空间 V 的向量作为度量空间 (E , d) 上的等距变换，可天然具有一种范的定义。由条

件 G5 和 G6 易验 ∀i ∈ V , X, Y ∈ E , d (X, i (X)) = d (Y, i (Y ))，故每个等距变换自带一个特定

的长度。可定义 V 上的范 ‖·‖ : V → [0,∞) ⊂ R,

∀i ∈ V , ‖i‖ = d (X, i (X)) , X ∈ E

再附加一条运算的形式规定：

N1 调和性：∀α ∈ R, i ∈ V , ‖αi‖ = |α| ‖i‖

则易验该范满足范的定义。再通过极化恒等式构建 V 上的内积 (·|·) : V 2 → R,

(i|j) = 1

4
‖i ◦ j‖2 − 1

4

∥∥i ◦ j−1
∥∥2

则 V 形成一个实数域上的内积空间，‖·‖ 是 V 上的欧几里得范。

引理A.4告诉我们，如果一个度量空间上的等距群存在一个满足条件 G1 至 G6、S1 至 S4

和 N1 的子群，则这样的子群只有一个。我们就已经做好正式构建欧几里得空间的准备。

定义 3.4 (欧几里得空间). 若一个度量空间 (E , d)上的度量 d所确定的等距群可定义出满足条

件 G1至 G6、S1至 S4和 N1的子群 V，则 V 自然形成一个实数域上的内积空间。若 V 是有

限维内积空间，则称 (E , d,V ) 为欧几里得空间（Euclidean space）。E 称为欧几里得空间的点

空间（point space），E 的元素称为点（points）；V 称为欧几里得空间的平移空间（translation

space），V 中的向量称为欧几里得空间的平移向量（translation vectors）；V 的维数就是欧几

里得空间的维数。我们常简记欧几里得空间为 E。

最后，我们建立一个记法。设 E 是欧几里得空间，X,Y ∈ E，由 X,Y ∈ E 确定的平移向

量 u 可记作 u = Y −X；由点 X 经平移向量 u（它是一个等距变换）平移为点 Y 的事实可

记作 Y = X + u。注意，我们没有定义两个点“相加”的意义。

3.2 角、直线、位置向量和坐标系

本节我们依次在欧几里得空间中引入角、直线、位置向量和坐标系。

为了引入角，我们考虑欧几里得空间 E 中的给定三个不同的点 X,O, Y ∈ E，由于 E 的

平移空间 V 是一个赋范内积空间，故有极化恒等式，

‖X −O‖2 + ‖Y −O‖2 = ‖(X −O)− (Y −O)‖2 + 2 (X −O|Y −O)

= ‖X − Y ‖2 + 2 (X −O|Y −O)
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再应用柯西–施瓦茨不等式，有

‖X −O‖2 ‖Y −O‖2 ≥ |(X −O|Y −O)|2 ⇔ −1 ≤ (X −O|Y −O)

‖X −O‖ ‖Y −O‖
≤ 1

我们就做好了引入角的准备。

定义 3.5 (角). 设 E 是欧几里得空间，E 中的角是一个映射 ∠ : E 3 → R 满足

∠XOY ≡ cos−1 (X −O|Y −O)

‖X −O‖ ‖Y −O‖
, ∀X,O, Y ∈ E , X 6= O 6= Y

称点 XOY 所夹的角，或简称角 XOY。其中余弦函数 cos : [0, π] → R 定义为

cos (x) = 1

2

(
eix + e−ix

)
, ∀x ∈ [0, π)

注意到，上述定义中的余弦函数是一个双射，故其逆映射 cos−1 也是双射，所以上述定义

的角的取值范围是 ran∠ = [0, π]。同时 ∠XOY 的顺序是重要的，∠Y OX = −∠XOY。

设 i : E → E 是一个等距变换，可验证 ∠i (X) i (O) i (Y ) = ∠XOY, ∀X,O, Y ∈ E , X 6=

O 6= Y，即等距变换前后角不变。

定义 3.6 (过两点的直线). 设 (E , d) 是欧几里得空间，给定两点 X,Y ∈ E , X 6= Y，则 E

的子集 LXY = {C ∈ E |∀α (α) ∈ R ∧ C = X + α (Y −X))} 是过 X,Y 两点的一条直线。如果

∠XOY = π
2
，则直线 LOX 与 LOY 垂直，记为 LOX ⊥ LOY。

由角的定义，如果 LOX ⊥ LOY，则 (X −O|Y −O) = 0。再由内积空间的格拉姆–施密特

正交化过程可知，过 E 中任一点 O 的两两垂直的直线最大条数都相等且等于 dimV，故欧几

里得空间的维数就可被自然地定义为其平移空间的维数。

LXY 又可记为 LXY = {C ∈ E |∀α (α ∈ R ∧ C −X = α (Y −X))}，它对应着平移向量空

间 V 的子集 LV
XY = {u ∈ V |∀α (α ∈ R ∧ u = α (X − Y ))}，易知该子集是 V 的子空间，维数

是 1∗。

我们将一个选定的原点 O ∈ E 和 V 的一组规范正交基的组合 (O, {êi}) 称为欧几里得

空间 E 的一个直角坐标系（rectangular coordinates），又称笛卡尔坐标系（Cartesian coor-

dinates）。我们常常默认一个 n 维欧几里得空间必然已经自带一个直角坐标系，称为基本

坐标系（common coordinates），从而直接采用 Rn 来表示任意一点的坐标。在基本坐标系

下，原点坐标为 (0, · · · , 0)，第 i 个基向量为 (0, · · · , 1, · · · , 0)⊺，也就是除第 i 个分量为 1

外其他分量均为零的有序实数 n 元组。选定了原点 O 后，对任一点 X ∈ E 可定义映射

rO : E → V , r (X) ≡ rX = X − O, ∀X ∈ E，我们称这个向量值函数 rX 就是选定原点 O 下点

∗这里需要实数集的完备性概念。
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X 的位置向量（position vector）。注意，当且仅当选定了原点后，欧几里得空间 E 中的点才

与其平移空间 V 的向量通过位置向量这个映射一一对应。

总而言之，一个（有限维）欧几里得空间 (E , d, O,V , {êi}) 包括：

1. 一个度量空间 (E , d)

2. 一个实数域上的 n维内积空间 V。它是由度量空间 (E , d)上的等距群 I 经过 G1至 G6、

S1 至 S4 和 N1 构建的。n 同时定义了该欧几里得空间的维数。我们还规定了记法：

∀ (X,Y ) ∈ E 2∃u ∈ V , u = Y −X

3. 选定了原点 O ∈ E

4. 选定了一组规范正交基 {êi} ⊂ V

最后两项同时也使欧几里得空间默认带有一个直角坐标系，V 的向量是 E 的点在此直

角坐标系下的位置向量。

明确了欧几里得空间的完整概念之后，为了简便我们仍只用 E 表示一个欧几里得空间。

基于《几何原本》的公设得到的大量欧氏几何定理仍然成立，因为这些公设的要求已蕴含

在了实数域的、向量内积的性质以及度量的性质中了[6]。更重要的是，明确了这一线性结构后，

我们能够用统一的数学语言推导出更多几何结论[7]。

3.3 几种线性算符在 3 维欧几里得空间中的几何意义

实数域上的内积空间上的厄米算符、反厄米算符和幺正算符分别特称为对称算符、斜称算

符和正交算符。它们的定义方式与其在复数域上的对应是一样的，但它们的部分性质与其在复

数域上的对应不同。最突出的表面是那些通过特征多项式和行列式得出的性质。

我们在上一节看到，n 维欧几里得空间的平移空间是一个实数域 R 上的 n 维内积空间；

欧几里得空间上的几何规律已经由向量内积的性质和欧几里得范的性质得以确定。当实数域

R 上的一个 n 维内积空间 V 是 n 维欧几里得空间 E 的平移空间时，V 上的对称算符、斜称

算符和正交算符对 V 中的向量作用的结果，将对应于欧几里得空间中的几何形状的变换。

本节我们讨论这三种算符在实内积空间上的特殊性质和由此得出的几何意义。

3.3.1 正交算符

首先，通过与定理2.34类似的证明方法可知，在 n 维实内积空间上，正交算符的行列式要

么是 1 要么是 −1。于是正交算符可按此分为两类，需要分开讨论。

我们先在 2 维的情况上认识正交算符。
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2 维欧几里得平面上的几何意义

设 V 是实数域 R 上的 2 维内积空间，Q 是 V 上的一个正交算符，其在给定某一有序规

范正交基下的坐标矩阵是

(Q) =

 Q11 Q12

Q21 Q22


则由线性算符在给定基下的坐标计算式、正交算符在内积运算中的性质、以及正交算符行列

式的性质可得

Q2
11 +Q2

12 = Q2
21 +Q2

22 = 1

Q11Q21 +Q12Q22 = 0

Q11Q22 −Q12Q21 = ±1

其中“±”表示当 detQ = 1 时取正号，当 detQ = −1 时取负号。下同。

设

Q11 = cos θ, Q12 = sin θ, Q21 = cosϕ, Q22 = sinϕ

则有

Q11Q21 +Q12 +Q22 = 0 ⇔ cos (ϕ− θ) = 0

Q11Q22 −Q12Q21 = ±1 ⇔ sin (ϕ− θ) = ±1

即 ϕ = θ ± π/2。因此，给定某一有序规范正交基，2 维实内积空间上的对称算符的坐标矩阵

总可由某角 θ 表示成以下形式

(Q) =

 cos θ sin θ

∓ sin θ ± cos θ


当 detQ = 1 时，采用角度 θ 的矩阵表达式是有明快的几何意义的。设在相同的有序规范

正交基下，某向量 a 的坐标是 (α1, α2)，则 Qa 的坐标由下式计算得到

(Qa) =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 α1

α2

 =

 α1 cos θ + α2 sin θ

−α1 sin θ + α2 cos θ


由 Q 的性质，‖Qa‖ = ‖a‖，故我们仅需关心 Qa 与 a 的夹角 ω，由角的定义，利用矩阵运算，

可得

cosω =
(Qa|a)
(a|a) = cos θ
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注意到，在欧几里得空间中的角的定义中的余弦函数是双射，故上式 ⇔ ω = θ。换言之，当

detQ = 1 时，任一向量 a 在被 Q 作用之后，长度不变，方向变化角度 θ（如图3.1）。若向量

a 是给定了原点后点 A 的位置向量，则被 Q 作用后，点 A 到原点的距离不变，绕原点旋转角

度 θ。特别地，当 θ = 0 时，Q = I。

ො𝐞′𝟏 ො𝐞′𝟏

𝐚

𝐐𝐚

𝜃

ො𝐞′𝟐 ො𝐞′𝟐

𝐚

𝐐𝐚

𝜃

2

det𝐐 = 1 det𝐐 = −1

图 3.1: 正交算符在 2 维欧几里得空间中的几何意义。

接下来我们考虑 detQ = −1 时的情况。首先，Q 的两个特征值是 1 和 −1。这相当于说

det (Q ± I) = 0。诚然，由算符的伴随的计算性质（定理2.30），(Q ± I)∗ = Q∗ ± I。由行列式

的性质，det (Q ± I)∗ = det (Q ± I)。再由

det (Q ± I) = det (Q ± Q∗Q)

= det (Q) det (I ± Q∗)

= (−1) (−1)2 det (Q∗ ± I)

= −det (Q∗ ± I)

可得 det (Q ± I) = −det (Q ± I) ⇔ det (Q ± I) = 0。

我们可进一步得到结论：行列式为 −1 的正交算符是对称算符。诚然，当 detQ = −1 时，

设 ê1, ê2 分别是对应其特征值 1 和 −1 的单位特征向量，则 (ê1 |̂e2) = (Qê1|Qê2) = − (ê1 |̂e2) ⇔

(ê1 |̂e2) = 0。再由定理2.32的推论可得 Q 是对称算符。

下面我们开始考察行列式为 −1的对称算符的几何性质。沿用上一段的设定，在规范正交

基 B = {ê1, ê2} 下，Q 的坐标矩阵将是以下对角矩阵

(Q)B =

 1 0

0 −1


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但 B 是由 Q 的性质规定的，一般不会恰巧就是我们讨论几何问题时选用的坐标系的基。设我

们选用的是另一个有序规范正交基 B′ = {ê′1, ê′2}，P 是由 B 到 B′ 的过渡矩阵，则 P 也是一

个正交矩阵。按照之前的结论，矩阵 P 可以某角度 ϕ 表示成

P =

 cosϕ sinϕ

∓ sinϕ ± cosϕ


事实上 ϕ 是 ê′1 与 ê1 的夹角。诚然，

(ê′1 |̂e1) =
(

2∑
k=1

Pk1êk |̂e1

)

=
2∑

k=1

P1k (êk |̂e1)

= P1kδk1 = P11 = cosϕ

由之前的结论，Q 在 B′ 下的坐标可用某角 θ 表示，同时又是通过矩阵 P 从其在 B 下的

坐标变换而来的，故有以下关系

(Q)B′ =

 cos θ sin θ

sin θ − cos θ


= P ⊺ (Q)B P

⇔θ = 2ϕ

设 a = α1ê′1 + α2ê′2 是二维欧几里得平面的任一平移向量。则 Qa 在 B′ 下的坐标可由以

下矩阵运算得到

(Q)B′ (α1, α2)
⊺ =

 α1 cos θ + α2 sin θ

−α2 cos θ + α1 sin θ


记 δ 为向量 a 与 ê′1 的夹角，则上式说明 Qa 与 ê′1 的夹角是 2ϕ− δ。也就是说，在 2 维欧几里

得平面上，任一向量被行列式为 −1 的正交算符 Q 作用后的结果，是原向量关于角度为 θ/2

的轴的镜象翻转。其中“角度”是指与所选定规范正交基的第 1个单位基向量的夹角（图3.1）。

θ 是 Q在所选定的规范正交基下的坐标矩阵取前文所述的表达式时的角；它是 Q本身的特性。

也就是说，当 detQ = −1 时，Q 在 2 维欧几里得空间中确定了一条镜象对称轴。特别地，当

θ = 0 时，意味着我们选取的直角坐标系第一条轴恰好是 Q 确定的镜象对称轴。

3 维欧几里得平面上的几何意义

设 Q 是 3 维实内积空间 V 中的正交算符，由其行列式的基本性质 detQ = ±1，可知其 3

个特征值 λi = ±1, i = 1, 2, 3。设 {ê1, ê2, ê3} 是 V 的一组规范正交基，且 ê1 是 Q 的一个特征
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向量，即 Qê1 = ±1。我们考察 Q 在这组规范正交基下的坐标 Qij = (Qêi |̂ej)，有如下结论

(Qê1 |̂e1) = ±1

(Qê1 |̂e2) = (Qê1 |̂e3) = 0,

(Qê2 |̂e1) = (ê2|Q∗ê1) = ± (ê2 |̂e1) = 0,

其中用到了事实 Q∗ê1 = ±ê1，因为

ê1 = Q∗Qê1 = Q∗ (±ê1) = ±Q∗ê1

同理有

(Qê3 |̂e1) = 0

换言之，我们得到了

Q11 = ±1, Q12 = Q13 = Q21 = Q31 = 0

另外注意到，(Qêi |̂ej) 同时也是向量 Qĉi 的第 j 个坐标，故可知

Qê2 = Q22ê2 +Q23ê3, Qê3 = Q32ê2 +Q33ê3

故由 ‖Qê2‖ = ‖ê2‖ = ‖Qê3‖ = ‖ê3‖ = 1 有

Q2
22 +Q2

23 = Q2
32 +Q2

33 = 1

由 (ê2 |̂e3) = 0 有

Q22Q32 +Q23Q33 = 0

由 detQ = ±1 有

−Q23Q32 +Q22Q33 = ±1

类似 2 维的情况，上述结论使我们可以把 Q 在 V 的任何一个以 Q 的一个特征值为第一个单

位基向量的有序基 B = {ê1, ê2, ê3} 下的坐标矩阵用某角 θ 表达成

(Q)B =


±1 0 0

0 cos θ sin θ

0 ∓ sin θ ± cos θ


其中“±”表示当 detQ = 1 时取正号，当 detQ = −1 时取负号。

以下我们考察，对任意向量 a ∈ V，Qa 相比于 a 在以 V 为平移空间的欧几里得空间中

的效果。
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当 detQ = 1时，易验 (Qa|̂e1) = (a|̂e1)，也就是说，Q的作用不改变向量与 ê1 的夹角；Qa

与 a 相比仅绕 ê1 旋转了一定的角度。具体地，设 a =
∑3

i=1 αiêi，则

Qa = α1ê1 + (α2 cos θ + α3 sin θ) ê2 + (−α2 sin θ + α3 cos θ) ê3

比较正交算符在 2维欧几里得平面的分析结果，上式的后两项表示向量 α2ê2+α3ê3 在 (ê2, ê3)

所确定的平面上绕原点旋转了角 θ。联系格拉姆–施密特正交化过程可知，α2ê2 + α3ê3 就是向

量 a 在 (ê2, ê3) 所确定的平面上的投影向量。因此，当 detQ = 1 时，Qa 在 3 维欧几里得空间

确定了一个规范正交基 {ê1, ê2, ê3}，其中 ê1 是一个旋转轴。对任意平移向量 a，Qa 在 ê2, ê3
所张的平面上的投影相比于 a 在这一平面上的投影绕旋转轴旋转角 θ（图3.2）。值得注意的

是，{ê1, ê2, ê3} 是由 Q 的性质确定的。我们在讨论几何问题时未必恰好选择了这组特殊的规

范正交基来建立直角坐标系。所以一般地，由 Q 所定义的旋转轴在预先选定的直角坐标系中

是“斜放”的。特别地，当 θ = 0 时，Q = I。

det𝐐 = 1

ො𝐞′2

ො𝐞′3

ො𝐞′1

ො𝐞2

ො𝐞1

𝜃

𝐚

𝐐𝐚
ො𝐞3

ො𝐞′3

ො𝐞1

ො𝐞2

𝜃
2

𝐚

𝐐𝐚ො𝐞′2

ො𝐞′1

ො𝐞3

det𝐐 = −1

图 3.2: 正交算符在 3 维欧几里得空间中的几何意义。

当 detQ = −1 时，由类似的讨论可得

Qa = −α1ê1 + (α2 cos θ + α3 sin θ) ê2 + (−α3 cos θ + α2 sin θ) ê3

首先，上式第一项说明，Qa与 ê1 的夹角 ϕ′ 跟 a与 ê1 的夹角 ϕ保持 ϕ′ = π−ϕ的关系，也就

是说 Qa 把 a 关于由 (ê2, ê3) 确定的平面进行了镜象翻转。然后，比较上式后两项与 2 维内积

空间上的正交算符的分析结果可知，它们是 a 在由 (ê2, ê3) 所确定的平面上，以与 ê2 夹角为

θ/2 的直线为对称轴进行平面内的镜向翻转的结果（图3.2）。总之，当 detQ = −1 时，Q 的几

何效果就是上述两个操作的组合。Q 在 3 维欧几里得空间确定了一个镜面翻转的平面以及在

该面内镜象翻转的一条对称轴。在已选定的直角坐标系中，这个平面和这条对称轴一般是“斜

放”的。
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3.3.2 对称算符与向量的拉伸

由定理2.32，复数域上的厄米算符特征值全为实数。也就是说，厄米算符的特征多项式全

为实根。因此，定理2.32中关于复数域上厄米算符的性质，也适用于在实数域上的对称算符，

包括：特征值全都是实数[3]§5.3 定理 3.4；对应于不同特征值的特征向量必正交[3]§5.3 定理 3.5；必可

对角化[3]§5.3 定理 3.6；存在一组规范正交基是其特征向量。

一个对称算符的 3 个特征向量两两正交。设对称算符 U 的 3 个特征值为 λ1, λ2, λ3，U 的

3 个特征向量为 ĉ1, ĉ2, ĉ3，在规范正交基 C = {ĉi} 下，(U)C 是一个对称矩阵

(U)C =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


在实际问题中我们未必方便选择 U的特征向量作为基。在其他规范正交基 B = {êi}下，(U)B

是一个对称矩阵。

给定任一向量 a =
∑3

i=1 αiĉi，则有 Ua =
∑3

i=1 λiαiĉi。也就是说，与 a相比，Ua是分别在

ĉi 方向进行了比例为 λi 的拉伸或压缩，其中 i = 1, 2, 3。因此，任一对称算符 U 均在 3 维空

间中确定了 1 套（3 个）两两正交的拉伸方向，以及在相应方向的拉伸比。我们把对称算符 U

的单位特征向量 {ci} 在 E 中所表示的方向称为该对称算符 U 的主方向（principal direction）。

一组向量∗在对称算符的作用下的几何效果是在主方向上的拉伸。具体地，在 ci 方向的拉伸比

就是 λi。在预先选定的直角坐标系中，对称算符的主方向可能是“斜放”的。

特别地，当 λi = ±1, i = 1, 2, 3 时，对称算符不改变形状的尺寸，但仍可能使形状发生翻

转；因为此时对称算符要么是恒等算符，要么是行列式为 −1 的正交算符。

3.3.3 斜称算符与向量的“叉乘”

我们先比定理2.32更详细地考察斜称算符的性质。设 W 是数域 F 上的 n 维内积空间，W

是 W 上的一个斜称算符，{λi} 是 W 的特征值。由定理2.32，{λi} 是纯虚数或零。在 Rn 上，

当 n 是奇数时，

detW⊺ = detW = det (−W) = (−1)n detW = −detW

⇔detW =
n∏

i=1

λi = 0

故当 n 为奇数时，斜称算符必有一特征值为零。而且，上列结果也说明，当 n 为奇数时，斜

称算符不可逆（不满秩）。

∗在 E 中，任何几何形状都是点的集合，而点又与位置向量一一对应，故任何几何形状都是一个向量组。
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现考虑 3 维的情况，改设 W 是 V 上的一个斜称算符，则对任意 a ∈ V，

(Wa|a) = − (a|a) = (a|Wa) = − (a|a) ⇔ (Wa|a) = 0

故被 W 作用过的向量，都被投影到了与原向量垂直的平面上。至于投影了之后，有没有伸缩

或旋转，要看 W 的具体取值。这十分类似于以往所学过的一个向量被另一个向量“叉乘”的

效果∗。事实上，我们可以从斜称算符定义“叉乘”†。我们可通过如下定理联系二者：

定理 3.1. 设 V 是实数域 R 上的 3 维内积空间，W 是 V 上的一个斜称算符，ê1 是 W 的关

于特征值 λ = 0 的一个特征单位向量。{êi} 是由 ê1 生成的规范正交基。对任意 a ∈ V，可定

义“叉乘”运算

Wa = ωê1 × a

其中 ω = (Wê2 |̂e3)。

证明. 若记向量 Wê2 =
∑3

i=1 βiêi，即 βi = (Wê2 |̂ei) , i = 1, 2, 3，则有

β1 = (Wê2 |̂e1) = − (ê2|Wê1) = (ê2|0) = 0

β2 = (Wê2 |̂e2) = − (e2|Wê2) ⇔ β2 = −β2 ⇔ β2 = 0

β3 = (Wê2 |̂e3) = ω

因此向量 Wê2 = ωê3。类似的方法可得到 Wê3 = −ωê2。故对任意 a ∈ V，

Wa = α1Wê1 + α2Wê2 + αWê3 = α2ωê3 − α3ωê2

这恰为 ωê1 × a 的结果

要使用这个定理，就需要先已知 W，并找到 W 在关于其零特征值的一个单位特征向量。

如果我们先给定两个向量的“叉乘”a × b，那么什么样的斜称算符 W 满足 Wb = a × b 呢？

答案作为3.1的推论如下。

推论 3.1.1. 设 {êi} 是 3 维欧几里得空间 E 的基本坐标系下已给定的一组有序规范正交基。

给定向量 a ∈ V , a =
∑3

i=1 αiêi，则坐标矩阵为

(W) =


0 α3 α2

−α3 0 α1

−α2 −α1 0


∗3 维实内积空间上的“叉乘”在以前的线性代数课本中又称作“向量的外积”[3]§3.2。请复习其计算方法。

†在本讲义中，将保持使用“叉乘”这种不正式的表述。因为正式起来，3 维实内积空间上的“叉乘”是抽象代数中的不

同东西在 3 维实内积空间上的巧合。在连续介质力学的数学语言中出现的“叉乘”，有时真的就是本节所述的几何意义，有时

则是外代数/外积/楔积（如向量场的旋度）。本讲义暂时不介绍基于外代数和微分型知识，故“叉乘”运算就都由本节引入了。

更新至 2023-12-04 79



3.4 等距变换的表示定理 第三章 欧几里得空间

的斜称算符 W 满足 Wb = a × b, ∀b ∈ V。

该推论可利用坐标变换公式证明，可留作练习。另外，“叉乘”的性质 a × b = −b × a 也

可通过在给定规范正交基下的坐标矩阵运算得到验证（仅限 3 维）。

一个斜称算符 W 所对应的叉乘运算的第一个向量 a 是由算符 W 本身确定的，称为 W

的轴向量（axial vetor）。“叉乘”得到的向量，在坐标变换中的有特殊的性质。对任意 b ∈ V，

其在基本坐标系下的坐标是 (β1, β2, β3)。当我们反转各坐标轴的方向，即在 {−êi} 下，b 的坐

标将变号，变成 (−β1,−β2,−β3)，但是易验向量 a× b 在坐标轴反转前后坐标不变号（请读者

用坐标变换公式验证这两个结论）。同样的性质也导致“混合积”(a × b) · c 这一“标量”在坐

标轴反转前后变号（而“真正的”标量的值不依赖坐标变换）。这是由于向量 a × b 不是一个

任意给定的孤立的向量；它是向量 b 在以 a 为轴向量的斜称算符W 的操作下的结果。由“叉

乘”所得到的向量，其看上去特殊的坐标变换性质，实际上是这个投影操作带来的。有的资料

称这种“叉乘得到的向量”为赝向量（pseudo-vector）（但这不是该概念的正式定义）。

3.4 等距变换的表示定理

在一个欧几里得空间中，任一针对点空间的点的等距变换结果都是相对某另一点的平移

再叠加一个正交变换。这个定理也是后面介绍物理定律的标架变换不变性时的理论基础。我

们把它正式表述如下：

定理 3.2 (等距变换的表示定理). 设 E 是一个欧几里得空间，V 是其平移空间，选定任一点

X0 ∈ E，则 E 上的任一等距变换 i : E → E , i ∈ V 都可表示为

i (X) = i (X0) + Qi (X −X0)

其中 Qi 是一个正交算符，由 i 唯一确定。

证明. 见附录。

由定理3.2，给定欧几里得空间上的任一等距变换 i，则仅需知道 i 关于某一参考点 X0 的

像是哪个点，以及由 i确定的某特征正交算符 Qi 的取值，就可以知道 i对任意一点 X ∈ E 的

像。享有表示定理的等距变换 i 未必需要是 V 中的向量，但由于任意两点的“差”唯一对应

一个 V 中的平移向量，故 i (X)− i (X0) 和 X −X0 分别表示由点 i (X0) 到点 i (X) 和点 X0

到点 X 的平移向量。由等距变换的表示定理，这两个平移向量只相差由正交算符 Qi 规定的

几何变换，具体可见 §3.3。
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例 3.4. 考虑欧几里得空间 (E , d) 上的以下等距变换，其中 Q 是一个正交算符，X0, C 是 E

中固定的点：

i1 (X) = X + (C −X0)

i2 (X) = X0 + Q (X −X0)

i3 (X) = X + Q−1 (C −X0)

i1 把任一点向固定的方向平移固定距离（i1 (X) = X + u, u ≡ C −X0）。

i1 ◦ i2 = i2 ◦ i3（自行验证作为练习。）

当 Q = I 时，i2 是恒等映射。当 Q 6= I 时，由正交算符性质 detQ = ±1。当 detQ = 1 时，

i2 是一种旋转操作；当 detQ = −1 时，由 Q = (−I) (−Q) 和 det (−Q) = 1 可知 i2 是先进行

了一个旋转（−Q）再进行了反转（−I）的操作。

由该例最后的结论可知，detQ 为 +1 和 −1 的两种情况，只差一个翻转 −I 变换。设

{ê1, ê2, ê3} 是 3 维欧几里得空间的平移空间 V 的一组规范正交基，则它们经过翻转变换后

形成的另一组基 {−ê1,−ê2,−ê3}，在画法惯例上只存在“左手规则”与“右手规则”的差别

（图3.3）。用形象的语言说，就是我们的物理世界是存在“镜子外”和“镜子内”两套的，而且

它们的运动学规律只相差一个翻转变换。在本讲义内，我们只关心“镜子外的物理世界”的规

律，并规定用“右手规则”来建立坐标系，对应于 detQ = 1 的情况。

ො𝐞1

ො𝐞2

ො𝐞3

−ො𝐞2

−ො𝐞3

−ො𝐞1

图 3.3: 翻转变换在纸面画法上相当于左、右手规则之差别。
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第四章 向量函数的微积分

4.1 向量函数及其可视化

在线性代数部分的介绍中，我们知道实数域 R 上的 n 维向量空间的向量在给定基下总是

唯一对应于 n 维实坐标空间 Rn 中的一组有序实数 n 元组。因此，如不另作说明，向量函数

都直接讨论 Rn 上的向量。

定义 4.1 (向量函数). 从 Rn到 Rm的映射 f : Rn ⊃ D → Rm是一个向量函数（vector function）。

其变量是一个 n 维向量空间的向量 r ∈ Rn，r = (r1, · · · , rn)⊺；其像（函数值）f (r) 是一个 m

维向量空间的向量 f (r) ∈ Rm，f (r) = (f1 (r) , · · · , fm (r))⊺。fj : Rn → R, j = 1, · · · ,m 称为 f

的坐标函数（coordinate function）。

例 4.1. 函数 f : R3 → R2，

f (r) =

 r21 + r22 + r23

r1 + r2 + r3

 =

 f1

f2

 ,

f1 ≤ 0, f2 ∈ R

其中 r = (r1, r2, r3)
⊺ ∈ R3，f = (f1, f2)

⊺ ∈ R2。以往我们更习惯把上述函数写成： P (x, y, z) = x2 + y2 + z2

Q (x, y, z) = x+ y + z

例 4.2. 函数 A : R3 → R2，

A (r) =

 3r1 + 4r2

3r2 + 5r3

 =

 3 4 0

0 3 5




r1

r2

r3


是一个线性变换，又称线性函数。线性函数也可以按线性代数的惯例记为：Ar。
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定义 4.2 (隐函数). 考虑函数 F : Rn+m → Rm，若将 Rn+m 中的元素 (x1, · · · , xn, y1, · · · , ym)⊺

写成 (x, y)⊺，其中 x = (x1, · · · , xn)
⊺，y = (y1, · · · , ym)⊺，则 F (r) , r ∈ Rn+m 也可写成 F (x, y)。

若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 满足方程 F (x, f (x)) = 0, ∀x ∈ D 则称这一方程隐含地定义了

（implicitly defined）函数 f。用这种方式表示的函数叫隐函数（implicit function）。

例 4.3. 设函数 F (x, y) = x2+y2−1 = 0，则“F (x, f (x)) = x2+(f (x))2−1 = 0, ∀x ∈ domf”

隐含地定义了以下任一函数：

f1 (x) =
√
1− x2, −1 ≤ x ≤ 1

f2 (x) = −
√
1− x2, −1 ≤ x ≤ 1

f3 (x) =


√
1− x2, −1

2
≤ x ≤ 0

−
√
1− x2, 0 ≤ x ≤ 1

由例4.3可见，不同定义域的函数 f 都可由同一函数 F 隐含地定义。函数的隐含定义并不

完全确定该函数。

定义 4.3 (函数的图像). 函数 f : Rn → Rm 的图像（graph）是指所有有序对 (r, f (r)) 的集

合[8]§6.4∼6.7。

图像的数学概念是一个集合，我们把图像画在纸上的方式只是一种惯例。具体地，函数

f : Rn → Rm 的图像是由所有满足 
y1 = f1 (x1, · · · , xn)

...

ym = fm (x1, · · · , xn)

的点 (x1, · · · , xn, y1, · · · , ym) 的集合（是 Rn+m 的子集）。其中 f1, · · · , fm 是 f 的坐标函数。

我们只懂在纸上画出维数小于等于 3的图形，即图上的任一点的坐标最多为 3个实数。因

此我们懂得在纸上画出的函数图像仅限 n+m ≤ 3 的情况。

例 4.4. 函数 y = x2 − 2 的图象是所有有序对 (x, y)。同时，由于 (x, y) ∈ R2，故这是平面上

的图形。具体地，它是如图4.1所示的一条二次曲线。

例 4.5. 函数 f : R2 → R, f (r) = ‖r‖2 的图像是有序 3 元组
(
r1, r2, ‖r‖2

)
的集合，是 3 维空

间的一个如图4.2所示的曲面。
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图 4.1: 函数 y = x2 − 2 的图像。

图 4.2: 函数 f : R2 → R, f (r) = ‖r‖2 的图像在 −2 < r1 < 2,−2 < r2 < 2 范围内的部分。

例 4.6. 函数 f : R → R2，

f (t) =

 cos t

sin t

 , ∀t ∈ R

的图像是所有有序对 (t, (cos t, sin t))。我们把 2 维向量 (cos t, sin t) 作在实数轴上 t 对应的位

置，得到图4.3所示的螺线。

例 4.7. 函数 f : R2 ⊃ D → R3,

f (r) =


f1

f2

f3

 =


r1 cos r2
r1 sin r2

r2

 , D : 0 ≤ r1 ≤ 4,≤ r2 ≤ 2π

该函数的图像无法作成 3 维欧几里得空间中的点集，但我们仍可在 3 维欧几里得空间中对该
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图 4.3: 例4.6函数的图象。

函数进行可视化。我们看到，f 的定义域是 2 维平面上的一个矩形区域 D。令 r1 = a 有

f =


a cos r2
a sin r2

r2

 , 0 ≤ r2 ≤ 2π

且 f 2
1 + f 2

2 = a2。视 a 为常数，则有序 3 元组 (a cos r2, a sin r2, r2) 是一个螺线，其在 f1 − f2

面上的投影是以原点为圆心、半径为 a 的圆。若令 r2 = θ，且 θ 是常数，则有

f =


r1 cos θ

r1 sin θ

θ

 , 0 ≤ r2 ≤ 2π

且 f 2
1 + f 2

2 = r21。在同样的空间坐标上，这是螺线上某点到 z 轴的线段。随着 a 在 [0, 4] 上变

化、θ 在 [0, 2π] 上变化，以原函数 f (r) 的坐标函数为坐标的点集是如图4.4所示的螺带曲面。

但按定义4.3，这个曲面不是函数 f 的图像。

例4.7中的函数按照图4.4可视化时，我们称这个三维空间中的螺带曲面是由一个参数方程

（parametric equation）（即 f = f (r)）所定义的曲面，它的参数变量（parametric variable）r ∈ R2

取值的区域就是如图4.4所示的矩形区域，称为参数域（domain of parameter variable）。我们

所画出来的 3维曲面只是函数 f的值域 ranf所形成的点集。一般地，由参数方程 f : Rn → Rm

定义的几何形状，当 n = 1 时，是 m 维空间中的曲线，m = 2, 3；当 n = 2 时是 m = 3 维空

间中的曲面。

定义 4.4 (函数的水平集). 函数 f : Rn ⊃ D → Rm 的水平集（level set）是其定义域 D 的子集

S = {r|f (r) = a}，其中 a ∈ ranf 是某常向量[9]§7.1。

例 4.8. 设函数 f : R3 → R, f (r) = r1r2 + r2r3 + r3r1 及其一个水平集 S = {r|f (r) = 1}。以 S

的元素 (r1, r2, r3) 为坐标的点集构成的三维图形是怎样的？设 r3 = 0 得到方程 r1r2 = 1，这定

义了 ê1-ê2 平面上的一条双曲线，这条双曲线是 S 的图像与 ê1 − ê2 平面的截线。类似地，S
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图 4.4: 由例4.7的参数方程定义的曲面。

与 ê2 − ê3、ê1 − ê3 平面的戴线也是类似的双曲线。更一般地，S 是一个由一系列双曲线构成

的曲面（如图4.5所示）。但是，按定义4.3，这不是函数 f 的图像。

总结以上例子，我们给一个函数画出来的图有以下三种情况：

1. 如果 Rn+m 的子集 S 是函数 f : Rn → Rm 的图像，则称 S 是由显函数定义的图像

（例4.4,4.5,4.6）。

2. 如果 Rm 的子集 S 是函数 f : Rn → Rm 的值域，则 S 是由参数方程定义的图像（例4.7）。

3. 如果 S 是函数 f : Rn → Rm 的一个水平集，则 S 是由隐函数定义的图像（例4.8）。

注意：只有第 1 种情况中 S 才是函数 f 的图像，但我们经常通过第 2、3 种情况中的 S

来认识函数 f。

4.2 向量函数的极限与连续性

我们用“ε− δ 语言”来定义函数极限。

定义 4.5 (向量函数的极限). 给定函数 f : Rn ⊃ D → Rm，如果对任意正实数 ε 总存在正实数

δ 使得只要 0 < ‖r − r0‖ < δ, r, r0 ∈ D，就总有 ‖f (r)− y0‖ < ε, y0 ∈ Rm，就称 y0 是函数 f (r)

在 r0 处的极限（limit），记为

lim
r→r0

f (r) = y0

定理 4.1. 函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在 r0 ∈ D 处存在极限 limr→r0 f (r) = a, a = (ai) ∈ Rm 的充

要条件是其坐标函数的极限 limr→r0 fi (r) = ai, ∀i = 1, · · · ,m 都存在。

证明. 由向量函数定义，f 与 fi, i = 1, · · · ,m 的定义域都相同。
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图 4.5: 函数 f (r) = r1r2 + r2r3 + r3r1 的水平集 S = {(x, y, z) |xy + yz + xz = 1}。

若已知 limr→r0 f (r) = a，即对任一实数 ε > 0都存在实数 δ > 0使得只要 0 < ‖r − r0‖ < δ

就有 ‖f (r)− a‖ < ε。那么，取同一对正实数 ε 和 δ，对任一 i ∈ {1, · · · ,m} 都有

|fi (r)− αi| ≤
m∑
i=1

|fi (r)− ai| （当m = 1或fj = aj∀j 6= i时取等号。）

≤

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

(fi (r)− αi)

∣∣∣∣∣ （三角不等式。）
= ‖f (r)− a‖ < ε

故按照极限的定义，limr→r0 fi (r) = αi, i = 1, · · · ,m，其中 ai, i = 1, · · · , n 是 a 的坐标。

反之，若极限 limr→r0 fi (r) = ai, i = 1, · · · ,m 都存在，即对任一实数 ε > 0 都能找到实数

δi > 0, i = 1, · · · ,m，使得只要 fi 的定义域 D 内一向量 r 到 r0 的距离满足 0 < ‖r − r0‖ < δi，

就有 |fi (r)− ai| < ε/
√
m，那么令 δ = min {δ1, · · · , δm}，则当 0 < ‖r − r0‖ < δ，就有

max {|fi (r)− ai|} < ε/
√
m。

利用事实∗

‖x‖ ≤
√
nmax {|x1| , · · · , |xn|} , ∀x ∈ Rn

∗由 ∥x∥2 =
∑n

i=1 x
2
i ≤ nmax

{
x2
1, · · · , x2

n

}
得到。
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可得

‖f (r)− a‖ ≤
√
mmax {|fi (r)− ai|} < ε

这样的 δ 是总能取到的，故由函数极限的定义，limr→r0 f (r) = a。

定义4.5表示，若 limx→x0 f (x) = y0，则只要点 x 6= x0 足够靠近 x0，则 f (x) 总可以任意

近地靠近点 y0，而且 f (x0) 未必等于 y0。结合 §B.1定义的概念，点 r0 是 domf 中的一个极

限点，0 < ‖r − r0‖ < δ 是点 r0 的一个去心邻域。若 limx→x0 f (x) = y0，则对 y0 的任一邻

域 Bε (y0) ⊂ Rm，总存在点 x0 的邻域 Bδ (x0) ⊂ Rn，使得集合 Bδ (x0) ∪D 在 f 下的像集是

Bε (y0) 的子集（如图4.6）。

dom𝐟

𝐲0𝐫0

𝛿
𝜀

ℝ𝑛 ℝ𝑚

𝐵𝛿 𝐱0

𝐵𝜀 𝐲0

图 4.6: 向量函数的极限（定义4.5）的图像化理解。

定义 4.6 (函数的连续性). 给定函数 f : Rn ⊃ D → Rm 和其定义域中一点 r0 ∈ D。如果极限

limr→r0 f (r) = f (r0) 存在，则称 f (r) 在 r0 处连续（continuous at r0）。

定理 4.2. 函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在 r0 ∈ D 处连续的充要条件是 f的坐标函数在 r0 处都连续。

证明. 由定理4.1直接得证。

如果一个函数 f在其定义域D内处处都连续，我们就直接称函数 f在D内连续（continuous

in D），或称函数 f 是D 上的连续函数（continuous function on D）。以下给出的定理及其推

论告诉我们：线性变换总是连续的。
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定理 4.3. 设 V、W 分别是数域 F 上的 n,m 维赋范向量空间，L : V → W 是一个线性变换，

则总存在正实数 k > 0 使得 ‖Lx‖ ≤ k ‖x‖ , ∀x ∈ V，当且仅当 n = 1 时取等号。

证明. 设 {ei} 是 V 的一组基，则任一向量 x ∈ V 可表示为 x =
∑n

i=1 xiei。设 ‖·‖E 是欧几里

得范，即 ‖x‖E ≡ (
∑n

i=1 x
2
i )

1
2。由定理2.23及其推论，包括欧几里得范在内的任意范都不依赖基

的选择。故在任一基下总有 |xi| ≤ (
∑n

i=1 x
2
i )

1
2 = ‖x‖E。

由引理A.1，对 V 上的任一范的定义 ‖·‖，总存在 K > 0 使得 ‖·‖E ≤ K ‖·‖。故

‖Lx‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiLei

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

|xi| ‖Lei‖

≤
n∑

i=1

‖x‖E ‖Lei‖

≤
∑
i=1

K ‖x‖ ‖Lei‖ = k ‖x‖

其中 k = K
∑n

i=1 ‖Lei‖。上面的第 2个不等号用到范的三角不等式和范的调和性，第三个不等

号用到证明开头提到的事实，第四个不等号用到引理A.1。由于引理A.1的等号当且仅当 n = 1

时成立，这一条件已经强于其余两个不等号的取等充要条件，故整个不等式的取等充要条件就

是 n = 1。

推论 4.3.1. 线性变换是连续函数。

证明. 由定理4.3，对任意 x, x0 ∈ V 有 ‖Lx − Lx0‖ = ‖L (x − x0)‖ ≤ k ‖x − x0‖，故对任一

ε > 0 总可取 δ = ε
k
使得只要 ‖x − x0‖ < δ 就有 ‖Lx − Lx0‖ ≤ k ‖x − x0‖ < kδ = ε。

由定理4.1和4.2，向量函数的极限存在性和连续性总可以通过其坐标函数的极限存在性和

连续性得到证明，使得问题回到本科高等数学课的范围内。以下函数极限的性质，也已在本科

的高等数学课中教过了，在此列出而不作证明。

定理 4.4 (函数极限的基本性质). 在实数域内，以下命题成立:

1. 设 a, b 是常数，则 limx→a b = b。

2. 若 a 是常数，则 limx→a x = a。

3. 设 limx→a f (x) = L，c 是常数，则 limx→a cf (x) = c limx→a f (x) = cL。

4. 设 limx→c f (x) = L, limx→c g (x) = M，则 limx→c [f (x) + g (x)] = L+M。

5. 设 limx→c f (x) = L, limx→c g (x) = M，则 limx→c [f (x) g (x)] = LM。
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6.（夹逼定理）若 c 是常数，g (x) ≤ f (x) ≤ h (x) 至少在点 x = c 之外都成立，且

limx→c g (x) = limx→c h (x) = L，则 limx→c f (x) = L。

7. 设 limx→c f (x) = L，则 |limx→c f (x)| = |L| = limx→c |f (x)|。

4.3 向量函数的微分与导数

4.3.1 一元函数的导数与微分（回顾）

我们在本科的高等数学课上已经学过一元函数的导数与微分。我们复述它们，一是为了明

确符号的记法，二是为了与后面介绍的多维的情况作对比。

回顾高阶无穷小定义，简述为：若函数 f (x) 在点 x0 处有极限 limx→x0 f (x) = 0，则称

函数 f (x) 是当 x → x0 时的一个无穷小。若函数 f (x) , g (x) 是当 x → x0 时的无穷小，且

limx→x0 f (x) /g (x) = 0，则称 f (x) 是当 x → x0 时 g (x) 的一个高阶无穷小。

定义 4.7 (一元函数的导数). [8]定义 2.1.1 设函数 y = f (x) 在点 x0 的某个邻域内有定义，当自

变量 x 在点 x0 处取得改变量 ∆x，且点 x0 +∆x 在上述邻域内时，相应地，函数的改变量为

∆y = f (x0 +∆x)− f (x0)，

如果极限

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x

存在，称函数 f (x) 在点 x0 处可导（或存在导数），上述极限值称为函数 f 在点 x0 处的导数，

记为

f ′ (x0) , y′|x=x0
,

df

dx

∣∣∣∣
x=x0

, 或
dy

dx

∣∣∣∣
x=x0

,

即

f ′ (x0) = lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x
。

若该极限不存在，称函数 f (x) 在 x0 处不可导。

定义 4.8 (一元函数的微分). [8]定义 2.5.1 设函数 y = f (x) 在点 x0 的某邻域内有定义，当 x 在

点 x0 处获得增量 ∆x 时，如果相应的函数增量 ∆y = f (x0 +∆x)− f (x0) 可以表示为

∆y = A∆x+ o (∆x)，

其中，常数 A 与 ∆x 无关（仅与 x0 有关），而 o (∆x) 是较 ∆x (∆x → 0) 的高阶无穷小，则

称函数 y = f (x) 在点 x0 处可微（differentiable at x0）。且称 A∆x 为函数 y = f (x) 在点 x0
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处对应于自变量增量 ∆x 的微分（differential of y = f (x) at x0），记作 dy，即

dy = A∆x，

也常把 A∆x (A 6= 0) 称为函数增量 ∆y 的线性主部。

在 ∆y 的分解式中，由于其值主要取决于线性主部 A∆x，因此当 ∆x → 0 时，我们可以

写

∆y ≈ dy = A∆x。

定理 4.5. [8]定理 2.5.1 函数 y = f (x) 在点 x0 处可微的充分必要条件是：函数 y = f (x) 在点 x0

处可导，且当 y = f (x) 在点 x0 处可微时，其微分是

dy = f ′ (x0)∆x。

证明. 略[8]p. 103。

关于符号“d”的意义，这里给出一个比高等数学课本[8]p. 104更仔细的说明。

由函数微分的定义可知，函数 f (x) 在点 x0 处对应于自变量增量 ∆x 的微分 dy =

f ′ (x0)∆x，实际上是一个由点 x0 引出的函数，记为 dfx0 : R → R, dfx0 (x) = f ′ (x0) x, ∀x ∈ I，

其中区域 I 是所有满足 x0 + x 在函数可微的 x0 的邻域的所有实数 x 的集合。

若视 x 本身为一个恒等映射，即 x (p) = p, ∀p ∈ R，则函数 x 在点 p 处的微分也是一个

由点 p 引出的函数，且 dxp (u) = x′ (p) u = 1× u, ∀u ∈ R，也是一个恒等映射。同时我们看到，

函数 dxp (u) 是 u → 0 的无穷小。

考虑复合映射 f (x (p)) 在点 p0 处的微分，它是由点 p0 引出的函数，

d (f ◦ x)p0 (u) =
d (f ◦ x)

dp

∣∣∣∣
p=p0

u = f ′ (x(p0))x
′ (p0) u = f ′ (p0) dxp0 (u)

而且函数 d (f ◦ x)p0 (u) 与 dxp0 (u) 是 u → 0 时的同阶无穷小，f ′ (p0) 就是这两个无穷小的比

值，该结论对所有 p0, u ∈ R 都成立，因此若去掉 p0 和 u 简记：

df (x) = f ′dx

则

f ′ =
df

dx
。

因此，当我们把导数当作分数来处理时，实际是在上述的意义上视导数为两个微分作为同阶无

穷小的比值。
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定义 4.9 (一元向量函数的导数). 设函数 f : R ⊃ D → Rn 的极限

lim
h→0

f (t+ h)− f (t)
h

存在，则称函数 f (x) 在 x = t 处可导。该极限是函数 f (x) 在 x = t 处的导数，记为

df (x)
dx

∣∣∣∣
x=t

≡ lim
h→0

f (t+ h)− f (t)
h

由一元标量函数求导的法则可证有以下一元向量函数求导法则：对任意函数 f : R ⊃ D →

Rn, g : D → Rn，

• dc
dt

= 0, c ∈ Rn 是常向量

• d
dt
(αf + βg) = α d

dt
f + β d

dt
g, ∀α, β ∈ R

• d
dt
[u (t) f (t)] = du

dt
f + u d

dt
f, ∀u : D → R

• d
dt
(f · g) = df

dt
· g + f · dg

dt

• d
dt
(f × g) = df

dt
× g + f × dg

dt

定义 4.10 (多元标量值函数的偏导数). 给定函数 f : Rn ⊃ D → R，若对某一 i ∈ {1, · · · , n}，

极限

lim
t→0

f (· · · , xi + h, · · · )− f (· · · , xi, · · · )
t

当 xi = xi0 时存在，则称该极限为函数 f (x) 对第 i 个变量 xi 在 xi = xi0 处的的偏导数

（partial derivative），记为

∂f (x)
∂xi

∣∣∣∣
xi=xi0

≡ lim
t→0

f (· · · , xi + h, · · · )− f (· · · , xi, · · · )
t

定理 4.6. ∗ 如果函数 f : Rn → R 的一个二阶混合偏导数 ∂2f
∂xi∂xj

在 R2 的一个开子集 S 上处

处连续，则二阶混合偏导数 ∂2f
∂xj∂xi

在 S 上处处存在，且 ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

。

证明. 略†

定义 4.11 (向量函数的偏导数). 函数 f : Rn ⊃ D → Rm 对第 i 个变量在 xi = xi0 处的偏导数

定义如下向量

∂f (x)
∂xi

∣∣∣∣
xi=xi0

≡


∂f1(x)
∂xi

∣∣∣
xi=xi0...

∂fm(x)
∂xi

∣∣∣
xi=xi0

 ∈ Rm

其中，x = (x1, · · · , xn)
⊺ ∈ Rn。

∗即高等数学[9]p. 16定理 7.2.1 向 n 维的推广。

†进一步了解：Symmetry of second derivatives。
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4.3.2 向量函数的微分和导数

回顾多元标量函数的全微分的定义[9]“定义 7.3.1”,p. 19——

定义 4.12 (多元标量值函数的微分). 若函数 z = f (x, y) 在点 P0 (x0, y0) 的全增量

∆z = f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0)

可表示为

∆z = A∆x+B∆y + o (ρ)

其中 A,B 只与点 (x0, y0) 有关，而与 ∆x,∆y 无关。又 ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2,o (ρ) 是当 ρ → 0

时 ρ 的高阶无穷小，则称函数 z = f (x, y) 在点 P0 (x0, y0) 可微分，且把 ∆z 的线性主部

A∆x+B∆y 称为函数 z = f (x, y) 在点 P0 (x0, y0) 的全微分（differential），记作

dz|x=x0,y=y0
= A∆x+B∆y或df (x0, y0) = A∆x+B∆y

如果函数 z = f (x, y) 在区域 D 内每一点都可微，则称这函数在 D 内可微（differentiable in

D）。

如果函数 z = f (x, y) 在点 P0 (x0, y0) 处可微，则有

f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0) = A∆x+B∆y + o (ρ)

⇔o (ρ) = f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0)− (A∆x+B∆y)

⇔ lim
ρ→0

f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0)− (A∆x+B∆y)√
∆x2 +∆y2

= 0

⇔ lim
ρ→0

∆z − dz

ρ
= 0

其中 ρ =
√

∆x2 +∆y2。上面的极限式是定义4.12的等价定义式。我们其实可以不引入某个高

阶无穷小 o (ρ)，直接用使该极限式成立的 A,B 的存在性来定义函数的可微性。下面我们按照

把函数微分的定义推广到一般的向量函数。

定义 4.13 (向量值函数的微分). 若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在其定义域内某点 x0 ∈ D 处，存

在一个线性变换 L : Rn → Rm 使得对任意 x0 的邻域 N (x0) 中的点 x ∈ N (x0)，

lim
x→x0

f (x)− f (x0)− L (x − x0)

‖x − x0‖
= 0

就称函数 f (x) 在 x0 处可微分（differentiable at x0）。向量 dx=x0f (x) ≡ Lx− Lx0，称函数 f (x)

在 x0 处的微分（the differential of f (x) at x0）。如果函数 f (x) 在开集 S ⊆ D 内的每一点上都

可微分，则称函数是S 上的可微函数（differentiable function on S）。
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我们可以根据向量函数的定义来看出，定义4.13就是定义4.12的推广。延用定义4.13的设

定，设 f = (f1, · · · , fm)⊺，x = (x1, · · · , xn)
⊺，x0 = (x01, · · · , x0n)

⊺，则函数 f (x) 在 x0 处的全

增量是：

f (x)− f (x0) =


f1 (x1, · · · , xn)− f1 (x01, · · · , x0n)

...

fm (x1, · · · , xn)− fm (x01, · · · , x0n)


可见我们实际考虑的是 m 个 n 元标量值函数分别在点 x01, · · · , x0n 处的全增量。如果在这些

点上这些标量值函数分别都可微，则 f 的每个坐标函数的全增量都可按定义4.12写成

fi (x1, · · · , xn)− fi (x01, · · · , x0n) =
n∑

j=1

Lji (xj − x0j) + o (ρ) , i = 1, · · · ,m

其中，Lij 是“线性主部”的系数，只与 (x01, · · · , x0n) 有关，ρ =
(∑n

j=1 (xj − x0j)
2
)1/2

=

‖x − x0‖，o (ρ) 是当 ρ → 0 时 ρ 的高阶无穷小。这等价于如下极限式

lim
ρ→0

1

‖x − x0‖


f1 (x1, · · · , xn)− f1 (x01, · · · , x0n)−

∑n
j−1 L1j (xj − x0j)

...

fm (x1, · · · , xn)− fm (x01, · · · , x0n)−
∑n

j−1 Lmj (xj − x0j)

 =


0
...

0


若线性变换 L 在标准基下的矩阵坐标就是 Lij，则上式等价于定义4.13的极限式。

我们以一个易于作图的例子说明函数微分的几何意义。函数 f : R2 → R 的图像是 3 维欧

几里得空间中的一个曲面（如图4.7）。f 在点 x0 处的微分 (dx=x0f (x)) (x − x0) 定义了该曲面

在 x = x0 处的切平面。随着 x 接近 x0，函数 f 的全增量 f (x) − f (x0) 将比 x 接近 x0 更快

地接近切平面。

我们接下来考察函数可微与可导的关系，即函数可微的充分和必要条件∗。首先，以下定

理是函数在某点处可微分的必要条件，它同时也给出了 L 或其坐标矩阵 Lij 的计算方法。

定理 4.7. 设函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 处可微分，即存在线性变换 L ∈ L (Rn,Rm)

满足

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)− L∆x
‖∆x‖ = 0

则 f 的每个坐标函数在 x0 处的每个偏导数

∂fi (x)
∂xj

∣∣∣∣
x=x0

, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

∗这部分内容可以与本科高等数学课上的相应内容对比学习，特别是关于必要非充份条件和充份非必要条件的例子（“二、

全微分存在的条件”[9]p. 20。）
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𝐱0

𝐱

𝑓 𝐱 − 𝑓 𝐱0

d𝐱=𝐱0𝑓 𝐱 − 𝐱0

𝑓 𝐱0

图 4.7: 向量函数的极限（定义4.5）的图像化理解。

都存在。若 {ê1, · · · ên} , {û1, · · · , ûm} 分别是 Rn,Rm 的标准基，则

Lêj =
m∑
i=1

(
∂fi (x)
∂xj

∣∣∣∣
x=x0

)
ûi, j = 1, · · · , n

证明. 见附录。

注意到 Lêj 其实就是线性变换的第 j 列，故上述定理说明，如果函数在某点处可微分，则

其微分的线性变换 L 就是函数的偏导数所形成的矩阵：

(L) =


∂f1(x)
∂x1

∣∣∣
x=x0

· · · ∂f1(x)
∂xn

∣∣∣
x=x0... . . . ...

∂fm(x)
∂x1

∣∣∣
x=x0

· · · ∂fm(x)
∂xn

∣∣∣
x=x0


以下定理解决了函数微分的线性变换 L 的唯一性。

定理 4.8. 设函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 处可微分，即存在线性变换 L ∈ L (Rn,Rm)

满足

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)− L∆x
‖∆x‖ = 0

则 L 是唯一的。
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证明. 见附录。

定理4.7和4.8共同构成了函数可微分的必要非充份条件。也就是说，并非每当函数在某点

处的所有偏导数都存在，该函数就一定在该点可微[9]“例 2”,p. 21。不过，有了唯一性，我们至少

可以把函数微分的线性变换 L 定义为函数的导数，具体地——

定义 4.14 (向量函数的导数). 设函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 处可微分，即存在线性

变换 L ∈ L (Rn,Rm) 满足

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)− L∆x
‖∆x‖ = 0

则称线性变换 L 是函数 f (x) 在 x0 处的导数（derivative of f (x) at x0），记为

L ≡ dx=x0f (x)

L 在标准基下的坐标矩阵称为函数 f (x) 在 x0 处的雅可比矩阵（Jacobian matrix），L 的行列

式 detL 称函数 f (x) 在 x0 处的雅可比行列式（Jacobian determinant）。

下面我们给出一个函数在某点处可微的充分非必要条件（即未必一定要满足该条件函数

才可微，但满足该条件函数必可微）[9]“例 3”,p. 23。

定理 4.9. 若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 的定义域 D是开集，偏微分 ∂fi
∂xj

, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · ,m

在 D 内都连续，则 f 在 D 内均可微分。

证明. 见附录。

我们不把 Lx 记为
df
dx，因为线性变换并非“两个向量的商”。

4.3.3 向量函数的导函数、连续可微函数

定义 4.15 (向量函数的导函数). 设函数 f : Rn ⊆ D → Rm 是开集 S ⊆ D 上的可微函数，则函

数 f 在 S 上的导函数（derivative function）是一个线性变换值函数 L : S → L (Rn,Rm),

L (x) ≡ dx′=xf (x′) , ∀x ∈ S

注意，向量函数的导函数的函数值是线性变换。向量函数在不同点上的导数是不同的线性

变换。在上述定义中的“L (x)”，不是指一个线性变换作用于一个向量，而是一个线性变换值

函数及其自变量。此时 L (x) 可以作用于一个向量 u 得到另一个向量 v = L (x) u。到底 L 后
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面的括号表示哪种意义，在记法上无法区分，但是大多数情况下可根据语境区分。本讲义在必

要处会说明一种记法到底表示哪种意义。

接下来我们准备讨论导函数的连续性，这需要先引入“线性变换的范”的概念。

由定理4.3，对任一线性变换 L : Rn → Rm 皆存在一个正实数 k > 0 满足 ‖Lx‖ ≤

k ‖x‖ , ∀x ∈ Rn。于是我们定义——

定义 4.16 (线性变换的范). 设 V ,W 是数域 F 上的赋范向量空间，线性变换 L : V → W 的

范 ‖L‖ 为满足 ‖Lx‖ ≤ k ‖x‖ , ∀x ∈ Rn 的正实数 k 的最大下界（infimum），即

‖L‖ ≡ inf {k|k > 0, ‖Lx‖ ≤ k ‖x‖ ∀x}

这一最大下界的存在性和唯一性是显然的。我们无需知道它具体数值。可验证，以上定义

的范符合范的一般要求。又由于不同的范的定义是等价的（定理A.1），故后续命题的证明过程

每当需要线性变换的范的定义时都不妨通过上述这种范的定义来求证。由此定义我们可立即

获得性质：‖Lx‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖。

有了向量函数的导函数的定义以及线性变换的范的定义，我们可以很容易理解导函数的

连续性是什么意思。按照函数连续性的定义，若函数 L : S → L (Rn,Rm) 在 S 上连续，则对

任意 ε > 0 总存在 δ > 0 使得只要 ‖x − x0‖ < δ, x, x0 ∈ S 就有 ‖L (x)− L (x0)‖ < ε。

下面介绍函数“连续可微”的概念，它大致上说的是：导函数连续，则函数连续可微。准

确定义如下。

定义 4.17 (连续可微函数). 若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在开集 S ⊆ D 上有导函数 L :

S → L (Rn,Rm)，且其为 S 上的连续函数，则称函数 f (x) 是 S 上的连续可微（continuously

differentiable）函数。若函数 f 的前 k 阶导数在 S 上都存在并连续，则称 f 属于 D 上的 k 阶

连续可微函数的集合 Ck。

推论 4.9.1. 函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在开集 D 上连续可微当且仅当函数 f 在 D 上的偏导数

∂fi (x)
∂xj

∣∣∣∣
x∈D

, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

都存在且连续。

结合这一推论和定理4.9可知函数连续可微是函数可微的充份非必要条件。

4.3.4 方向导数与梯度

刚才在介绍雅可比矩阵的时候，我们利用全微分的性质考虑过以下极限：

lim
t→0

f (xi)− f (x0)

t
, i = 1, · · · , n
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并知道它就是 f (x) 在 x0 = (x01, · · · , x0n)
⊺ 处对 x0i 的偏导数，因为上式 ⇔

lim
t→0

f (x0 + têi)− f (x0)

t
, i = 1, · · · , n

现在我们把 êj 改为任意单位向量 n̂，引入方向导数的定义。

定义 4.18 (方向导数). 设函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 的某邻域 N 有定义，给定单位

向量 n̂ ∈ Rn，若极限

lim
t→0+

f (x0 + tn̂)− f (x0)

t

存在，则称此极限值为函数 f (x) 在点 x0 处沿方向 n̂ 的方向导数（directional derivative），记

作
∂f (x)
∂n̂

∣∣∣∣
x=x0

以下定理使得函数的方向导数可用该函数的导数来计算。

定理 4.10. 若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 的某邻域 N 可微分，则给任一单位向量

n̂ ∈ Rn，就有
∂f (x)
∂n̂

∣∣∣∣
x=x0

= (dx=x0f (x)) n̂

证明. 由函数 f 的可微条件，自变量的增量 tn̂ 造成的函数增量 f (x0 + tn̂)− f (x0) 满足

lim
t→0

f (x0 + tn̂)− f (x0)− dx=x0f (x) (tn̂)
‖tn̂‖ = 0

⇔ lim
t→0

1

‖n̂‖

∥∥∥∥ f (x0 + tn̂)− f (x0)

t
− dx=x0f (x) n̂

∥∥∥∥ = 0

⇔ lim
t→0

f (x0 + tn̂)− f (x0)

t
= (dx=x0f (x)) n̂

我们比较一个函数 f (x) 在 x0 处的微分及其在 x0 处关于 n̂ 的方向导数可以发现，后者就

是令前者中的 x− x0 = n̂。注意到，函数在某点处关于标准基向量的方向导数就是函数关于该

点相应分量的偏导数。

方向导数的几何意义是函数在某点处朝相应方向的变化率。定理4.10表明，拿一个函数在

某点处的导数作用于一个单位向量，就可以得该函数在该点处朝该方向的变化率。这也是函数

的导数的重要几何意义。

定义 4.19 (向量函数的梯度). 若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 处的导数 dx=x0f (x) 存

在，则记

∇x=x0f (x) ≡ (dx=x0f (x))
⊺

称为函数 f (x) 在 x0 处的梯度（gradient）。
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由线性变换的转置的定义，若视 dx=x0f (x) ∈ L (Rn,Rm)，则 ∇x=x0f (x) ∈ L (Rm∗,Rn∗)。

由有限维里斯表示定理（定理2.19），必存在一组 Rm 的规范正交基 {êi}mi=1，使得函数 f (x) 在

点 x0 的导数和梯度满足关系

(êi| (dx=x0f (x)) (x − x0)) = (∇x=x0f (x) êi|x − x0) , i = 1, · · · ,m

其中 x ∈ N (x0)，N (x0) 是 x0 某邻域。

用梯度表示定理4.10，则函数 f (x) 在 x0 处的关于 n̂ 的方向导数

∂f (x)
∂n̂

∣∣∣∣
x=x0

= (∇x=x0f (x))
⊺ n̂

4.3.5 复合函数求导的链式法则、反函数定理、隐函数定理

定理 4.11 (复合函数求导的链式法则). 如果函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在 x0 ∈ D 处可微分；函

数 g : Rn ⊃ E → Rp 在 f (x0) ∈ E ∩D 处可微分，则复合函数 g ◦ f 在 x0 处可微分，且其导数

dx=x0g ◦ f (x) = dy=f(x0)g (y) dx=x0f (x)

证明. 见附录。

定理 4.12 (反函数定理). 设函数 f : Rn ⊃ D → Rn 在 D 上是连续可微函数，且其在 x0 ∈ D

处的导数 dx=x0f (x) 是可逆线性变换。则在 x0 的某邻域 N 上，函数 f 有连续可微的逆函数

f−1；N 在函数 f 下的像集 f (N) 是开集；且 f−1 (y) 在 y = f (x0) 处的导数是 f (x) 在 x = x0 的

导数的逆变换，即

dy=f(x0)f−1 (y) = (dx=x0f (x))
−1

证明. 见附录

定理4.12的证明过程依赖 dx=x0f (x) 是 Rn 上的双射的事实。诚然，在定理4.12中所讨论的

函数 f 的定义域和陪域是维数相同的。因此 dx=x0f (x) 若存在逆变换（单射），则其必为双射。

若将定理4.12推广至关于函数 f : Rn → Rm，则当 n < m 时定理需明确要求 dx=x0f (x) 是双射，

且仅有 f 存在逆函数 f−1 的结论，f−1 未必连续可微（读者可验证 f (x) = x3 的情况）。作为推

论正式表示如下。

推论 4.12.1. 设函数 f : Rn ⊃ D → Rm（n < m）在 D 上连续可微，且其在 x0 ∈ D 处的导数

dx=x0f (x) 是双射线性变换，则在 x0 某邻域 N 上函数 f 存在逆函数 f−1。
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证明. 仅列出证明概要。设 {e1, · · · en}是 Rm 上的一组有线性无关向量组，将其补全为 Rm 的

一组基 {e1, · · · , en, en+1, . . . , em}。定义函数 g : Rm → Rn,

g
(

m∑
i=1

aiei

)
= (a1, · · · , an)

即取 Rm上任一向量在有序基 {ei}下的前 n个坐标的函数。证明：复合函数 g◦f : Rn ⊃ D → Rn

满足定理4.12的条件。

当 n > m 时，由线性变换的维数定理 dx=x0f (x) 必不满秩，故 f 不存在逆函数。

反函数定理的逆命题一般不成立（仍可通过考虑 f (x) = x3 理解）。以下推论成立。

推论 4.12.2. 设函数 f : Rn ⊃ D → Rn 在 x0 ∈ D 处的导数 dx=x0f (x) 存在。若函数 f 在 x0 的

某邻域 N 存在逆函数 f−1 且其在 N 上可微，则 dx=x0f (x) 是可逆线性变换。

证明. 由于函数 f 和 f−1 都可微，可应用定理4.11，由 dx=x0f ◦ f−1 (x0) = I 自然得出结论。

如果函数 f : Rn → Rm 由函数 F : Rn+m → Rm 隐含定义，我们常常把 F 写成这样一种映

射：F : Rn × Rm → Rm，F (x, f (x)) = 0, ∀x ∈ Rn。此时，我们记

∂F (x, y)
∂x

∣∣∣∣
x=x0,y=y0

= dx=x0F (x, y0)

引入这个记法有两个用处，一是为了以下例子，这个例子是后文引入物质导数的一个基础；二

是为了引入隐函数定理。

例 4.9. 设函数 f : Rn+m → Rp 的定义域为 D = domf，若函数 g : Rm → Rn 满足 domg = D，

则总可以构建函数 h : Rm → Rm+n 使得 domh = D 且

h (x) = (g (x) , x) ∀x ∈ D

hi (x) =

 gi (x) , i = 1, · · · , n

xi−n, i = n+ 1, · · · , n+m

这时，f (g (x) , x) = f (h (x))。若 g 在某处可微分则 h 在该处也可微分。由链式法则定理，在
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该处有

dxf (g (x) , x) =
dh (x)
dx

= dy=h(x)f (y) dxh (x)

=


∂f1
∂h1

· · · ∂f1
∂hn

∂f1
∂hn+1

· · · ∂f1
∂hn+m... . . . ... ... . . . ...

∂fp
∂h1

· · · ∂fp
∂hn

∂fp
∂hn+1

· · · ∂fp
∂hn+m





∂h1

∂y1
· · · ∂h1

∂ym
... . . . ...

∂hn

∂y1
· · · ∂h1

∂ym

∂hn+1

∂y1
· · · ∂hn+1

∂ym
... . . . ...

∂hn+m

∂y1
· · · ∂hn+m

∂ym


= C

其中矩阵 C 的分量

Cij =
n+m∑
k=1

∂fi
∂hk

∂hk

∂xj

, i = 1, · · · , p, j = 1, · · · ,m

注意到

∂fi
∂hk

∂hk

∂xj

=


∂fi
∂gk

∂gk
xj

, k = 1, · · · , n
∂fi

∂xk−n
δk−n,j, k = n+ 1, · · · , n+m

, i = 1, · · · , p, j = 1, · · · ,m

故

Cij =
n∑

k=1

∂fi
∂gk

∂gk
∂xj

+
m∑
j=1

∂fi
∂xj

⇔ dxf (g (x) , x) =
∂f (y, x)

∂y

∣∣∣∣
y=g(x)

∂g (x)
∂x +

∂f (y, x)
∂x

定理 4.13 (隐函数定理). 设 F : Rn+m → Rm 是连续可导函数，且对 x0 ∈ Rn 和 y0 ∈ Rm 有

• F (x0, y0) = 0；

• 导数 ∂F(x,y)
∂y

∣∣∣
x=x0,y=y0

可逆；

则 x0 的某邻域 N 存在由 F 隐函定义的连续可微函数 f : Rn → Rm 满足 F (x, f (x))) = 0, ∀x ∈

N，且在 N 上有

dxf (x) = −

[
∂F (x, y)

∂y

∣∣∣∣
x=x,y=f(x)

]−1
∂F (x, y)

∂x

∣∣∣∣
x=x,y=f(x)

上式中的“−1”是指线性变换的逆。

证明. 待补充[10]p. 593。
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例 4.10. 设函数 F : R4 → R2，F (u, v, x, y) = (F1, F2)，F = 0 隐含定义了 (x, y) = f (u, v) , f :

R2 → R2，则

∂F
∂u

= 0, ∂F
∂v

= 0

⇔

 ∂F1

∂u
+ ∂F1

∂x
∂x
∂u

+ ∂F1

∂y
∂y
∂u

= 0

∂F2

∂u
+ ∂F2

∂x
∂x
∂u

+ ∂F2

∂y
∂y
∂u

= 0
,

 ∂F1

∂v
+ ∂F1

∂x
∂x
∂v

+ ∂F1

∂y
∂y
∂v

= 0

∂F2

∂v
+ ∂F2

∂x
∂x
∂v

+ ∂F2

∂y
∂y
∂v

= 0

⇔

 ∂F1

∂u
∂F1

∂v

∂F2

∂u
∂F2

∂v

+

 ∂F1

∂x
∂F1

∂y

∂F2

∂x
∂F2

∂y

 ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

 = 0

⇔

 ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

 = −

 ∂F1

∂x
∂F1

∂y

∂F2

∂x
∂F2

∂y

−1 ∂F1

∂u
∂F1

∂v

∂F2

∂u
∂F2

∂v


4.4 曲线、曲面和积分定理

本节的内容在大一的高等数学课中已经学过[9]§9，以下只是使用向量函数微积分的语言重

新复述一次。本节默认讨论前题是在 3 维欧几里得空间中选取基本坐标系，使得任一点的位

置向量直接可用平移空间中标准基下的坐标表示，从而与 R3 的元素一一对应。

4.4.1 曲线积分

设函数 g : R ⊃ I → R3 在连通区域 I 上分段连续可微，则以 g (t) , t ∈ I 为参数方程的像

集 g (I) 是 R3 中的一条可求弧长（rectifiable）的曲线，可记为曲线 C。

导数 dg(t)
dt

∣∣∣
t=t0
是曲线 C 在点 g (t0) 处的切向量。可定义 t̂ ≡ dg/dt

∥dg/dt∥ 为曲线 C 的单位切向

量（unit tangent vector）。

曲线有两种弧微元：dl ≡ (dg/dt) dt 是曲线的弧向量微元；dl ≡ ‖dg/dt‖ dt 是弧长微元。

它们的关系是 dl = t̂dl。

曲线的长度

L (C ) =

∫
C

dl =

∫ b

a

‖dg/dt‖ dt

如果定义在曲线 C 上的函数 f : R ⊃ L → Rn 是“单位弧长的性质”，则该性质在曲线 C

上的总和是对弧长的曲线积分[9]§9.1, 定理 9.1.1∫
C

f (g) dl =
∫ b

a

f (g (t)) ‖dg/dt‖ dt

例如，曲线 C 的线密度是函数 ρ (g)，则曲线 C 的总质量

m (C ) =

∫
C

ρdl =

∫ b

a

ρ (g (t)) ‖dg/dt‖ dt
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如果定义在曲线 C 上的函数 h : R3 ⊃ L → R3 是“作用在弧上的量”，则曲线 C 所受的

总作用是对坐标的曲线积分[9]p. 140, 定理 9.2.1∫
C

h (g) · dl =
∫ b

a

h (g (t)) · dg
dt

dt =

∫
C

h · t̂dl

可见，曲线上的函数对坐标的曲线积分是这个函数与切向量点乘后对弧长的曲线积分。换句话

说，作用 h 在曲线 C 上的总量是其在曲线每点的切方向上的投影分量的总和。例如，曲线 C

是一个质点的运动轨迹，力场 F (r, t) 对该质点做的总功

W (C ) =

∫
C

F · dl =
∫ b

a

F (g (t) , t) · dg
dt

dt

4.4.2 曲面积分

设函数 g : R2 ⊃ D → R3 在由分段连续边界包围的连通区域 D 上连续可微，则以

g (u) , u ∈ D 为参数方程的像集 g (D) 是 R3 中的一个可求面积的曲面，记为曲面 S。

当且仅当导数 du=u0g (u) 存在且满秩时，曲面 S 在点 g (u0) 处有切平面，或称曲面在此

处是光滑的（smooth）。此时 (
∂g
∂u1

× ∂g
∂u2

)∣∣∣∣
u=u0

是曲面 S 在点 g (u0) 处的法向量，

n̂ ≡

 ∂g
∂u1

× ∂g
∂u2∥∥∥ ∂g

∂u1
× ∂g

∂u2

∥∥∥
∣∣∣∣∣∣

u=u0

是曲面 S 在点 g (u0) 处的单位法向量。

曲面有两种面微元：dσ =
(

∂g
∂u1

× ∂g
∂u2

)
dσD 是有向曲面微元；dσ =

∥∥∥ ∂g
∂u1

× ∂g
∂u2

∥∥∥ dσD 是面

积微元。它们的关系是 dσ = n̂dσ。其中 dσD = du1du2 是参数域 D 上的二重积分微元。

曲面 S 的面积

A (S ) =

∫
S

dσ =

∫
D

∥∥∥∥ ∂g
∂u1

× ∂g
∂u2

∥∥∥∥ dσD

“单位面积的性质”f : R3 ⊃ S → Rn在曲面S 上的总和是第一型曲面积分[9]p. 165, 定理 9.4.1∫
S

f (g) dσ =

∫
D

f (g (u))
∥∥∥∥ ∂g
∂u1

× ∂g
∂u2

∥∥∥∥ dσD

“作用场”h : R3 ⊃ S → R3 在曲面上的总作用是第二型曲面积分或对坐标的曲面积

分[9]§9.5 ∫
S

h · dσ =

∫
D

h (g (u)) dσD =

∫
S

h · n̂dσ
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4.4.3 积分换元公式

本科高等数学已接触过 3 重积分的情况[9]§8.3“五”。

设 U ⊂ R3 是由分段光滑边界包围的连通区域，则以参数方程 g : R3 ⊃ U → Ω ⊂ R3 规

定的像集 Ω = g (U ) 是一个经过形变后的三维区域。当且仅当导数 dr=r0g (r) 存在且满秩时，

区域 Ω 在点 r0 处是光滑的。此时∣∣∣∣ ∂g
∂r3

·
(

∂g
∂r1

× ∂g
∂r2

)∣∣∣∣
r=r0

≡ |det (dr=r0g (r))|

是由向量 ∂g
∂r1

, ∂g
∂r2

, ∂g
∂r3
所搭成的平行六面体的体积。U 的体积元 dVU 与 Ω 的体积元 dVΩ 之间

的转换关系是

dVΩ = |det (drg (r))| dVU

区域 Ω 的体积是

V (Ω) =

∫
Ω

dVΩ =

∫
U

|det (drg (r))| dVU

“单位体积的性质”f : R3 ⊃ U → R3 在区域 Ω 的总和为

F (Ω) =

∫
Ω

f (g) dVΩ =

∫
U

f (g (r)) |det (drg (r))| dVU

上式其实就是积分换元公式。

4.4.4 积分定理

给定函数 P,Q : R2 ⊃ D → R 和边界分段光滑的单连通区域 D，格林公式：∫
D

(
∂Q

∂x1

− ∂P

∂x2

)
dσD =

∫
∂D

Pdx1 +Qdx2

可改写成 ∫
D

curlFdσD =

∫
∂D

F · dl

其中函数 F : R2 ⊃ D → R2 在标准基下的坐标函数是 F (x) = (P (x) , Q (x))。一般地，在标准

基下函数 F (x) = (F1 (x) , F2 (x)) 的旋度为

curlF =
∂F2 (x)
∂x1

− ∂F1 (x)
∂x2

其中 x = (x1, x2)。

由格林公式又有， ∫
D

(
∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

)
dσD =

∫
∂D

−F2dx1 + F1dx2
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该式可改写成 ∫
D

divFdσD =

∫
∂D

F · dσ

一般地，在标准基下函数 F (x) = (F1 (x) , F2 (x)) 函数 F 的散度为

divF =
∂F1 (x)
∂x1

+
∂F2 (x)
∂x2

其中 x = (x1, x2)。

以上 2 维空间的例子可推广到 3 维。在标准基下函数 F : R3 ⊃ U → R3 的旋度

curlF =

(
∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

,
∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

,
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)⊺

若函数 F 在 D 上连纪可导且 U 是开集则 U 也是旋度函数 curlF (x) 的定义域。

设 S 是 R3 中的光滑曲面，g : R2 ⊃ D → R3 二阶连续可微，D 是由分段光滑边界围成

的单连通区域，F : R3 ⊃ S → R3 是作用在曲面 S 上的连续可微向量场，则有斯托克斯定理∫
S

curlF · dσ =

∫
∂S

F · dg

在标准基下函数 F : R3 ⊃ U → R3 的散度

divF =
∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

+
∂F3

∂x3

若函数 F 在 D 上连纪可导且 U 是开集则 U 也是散度函数 curlF (x) 的定义域。

设 Ω 是 R3 中可数个简单区域的并集，由分段光滑边界围成。F : R3 ⊃ Ω → R3 是存在于

Ω 中的连续可微向量场，，则有高斯定理∫
Ω

divFdVΩ =

∫
∂Ω

F · dσ
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第五章 时空观与参考系

在数学或物理学中，不变性（invariance）常常用于描述一个数学或物理对象的性质在某

种变换操作前后的结果不变。这是一个比较笼统地一般叙述。每个具体的“不变性”概念都需

要定义清楚，具体是何种“变换操作”，以及何谓“性质的变换结果不变”。

在物理学中，任意两个不同观察者对同一现象的观测记录，在了解了这两个观察者的相对

状态后，就能够互相换算。这种从一个观察者的观测记录到另一个观察者的观测记录的换算操

作就是一种变换操作。物理客观性（physical objectivity）要求，一切关于客观规律的陈述必须

具有不依赖观察者的不变性。

在电磁学发展之前，物理学主要关心由宏观物体的运动现象总结出来的运动定律。它的完

善版本是今天所说的经典力学。它已具有伽俐略变换（Galilean transformation）下的不变性，

或称伽俐略相对性（Galilean relativity）。它说，物体运动定律在惯性系间（即相对运动是匀速

直线∗运动的观察者之间）的形式具有不变性。在非惯性系下，要保持物体运动定律在惯性系

中的形式不变，需要引入惯性力（intertial force）。

在电磁学理论完善后，人们发现其不具有伽俐略变换下的不变性，但能在考虑了光速的修

正——洛伦兹变换（Lorentz transformation）下保持惯性系中的形式不变性。爱因斯坦在进一

步明确了所有物理定律在惯性系下的形式具有不变性的原则后，建立了狭义相对论（spectial

theory of relativity）力学。在此基础上，他又通过提出物质和能量以某种方式使时空弯曲的假

设，替代牛顿的万有引力理论，解决了后者在狭义相对论中的矛盾，建立了广义相对论（general

theory of relativity）†。

参考标架（frame of reference）是任何时空理论的核心内容。它代表着不同观察者观测同

一物理事件时，在“何谓静止”标准上的主观差异。不同的观察者所选择的参考标架可作为他

们各自用于描述运动的“绝对时空”。如果物理事件是客观的，那么不同观察者对同一物理事

件的观察结果的差别，应仅来自这些观察者之间的相对运动。因此，各类客观性概念都依赖参

考标架的概念得以陈述。

∗“直线”的概念依赖已有的欧几里得空间，后者隐含在了伽俐略时空（Galilean spacetime）的构建当中[11]。

†这里的相关知识应该已经在大学物理中介绍过了[12]§1,§2.5[13]§24。
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在经典连续介质力学中，物质客观性（material frame indifference）一度是本构关系理论

的基本原则之一[14]Sect.293[15]Sect.19。这一原则被用于约束材料本构关系的数学形式，得出了十分

重要的流变学理论∗。但是关于物质客观性原理的的具体含义、以及（无论在哪一种具体含义

下）它是否必须作为本构关系的基本原则的讨论一直持续到今天†。不管是为了理解主流连续

介质力学资料，还是为了跟上这一话题的最新讨论，都需要清晰而仔细地明确时空和参考标架

的构建过程。

经典力学的时空观构建方式有很多版本[11]。本讲义无意陷入到时空观的历史回顾中，仅

选择 W. Noll[20]构建的新经典时空（neo-classical spacetime），原因包括但不限于：大部分连续

介质力学教科书默认或明确介绍的就是这一时空观。

5.1 新经典时空

经典力学中的观察者对时间的感受依赖他所观察到的物理事件发生的先后顺序。以下我

们通过物理事件的概念引出时间的概念，请结合图5.1进行理解。

𝛿

ҧ𝜏 𝐼, 𝐽
𝐼 𝐽

𝛿

𝒯

𝑒

𝐼 𝑒 𝐽 𝑓

𝑓

𝜏

𝒲

图 5.1: 事件世界概念示意图。图中字母符号与文中相同。

事件世界（event-world）W 是一个非空集合，其元素 e ∈ W 称为一个事件（event）。W

上还定义一个时延函数 τ : W2 → R，满足：

T1 ∀e, f ∈ W , τ (e, f) = −τ (f, e)

T2 ∀e, f, g ∈ W , τ (e, f) + τ (f, g) = τ (e, g)

T3 ∀e ∈ W∀t ∈ R∃f ∈ W , τ (e, f) = t

∗例如简单流体（simple fluids）理论[16]。由其导出的测粘流（viscometric flow）理论是流变学测量得以实现的理论基

础[2][17]。

†[18][19]
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所谓“事件”或“物理事件”是物理观测经验事实的“最小单元”。一个事件需且仅需用

时间中的一个时刻和空间中的一个点来表示，在经典条件下可理解为“某物质点在某时刻出

现在空间某处”。时延函数的定义规定了任意两个事件的时间间隔取值是一个实数。实数域 R

具有完备性（completeness），即在任意两个不相等的实数间必有一个实数。把时延函数的值

域定为实数，使得我们可以考虑“随时间连续发生的一系列事件”，比如一个质点的运动轨迹。

在时延函数的 3 个规定中，T1 和 T2 的规定是符合直觉的，而 T3 的意思是，事件世界的元

素在时延函数作用下具有封闭性。即无论从哪个事件开始算起，任意时延后都允许有一个事件

的发生。这相当于说，事件世界包括了所有可发生的事件。

我们还能说：

• 事件 a 早于事件 b，当且仅当 τ (a, b) > 0；

• 事件 a 晚于事件 b，当且仅当 τ (a, b) < 0；

• 事件 a 与 b 同时（simultaneous）发生，当且仅当 τ (a, b) = 0；

事件的同时性（simultaneity）形成了一个等价关系

S ≡
{
(a, b) ∈ W2|τ (a, b) = 0

}
我们称 S 是物理事件的同时关系。由等价关系的基本定理1.1，通过 S 可对事件世界 W 形成

划分 T ≡ W \ S，使得对任一 e ∈ W，I ≡ JeKS ∈ T 是事件 e 关于同时关系 S 的等价类。我

们称 T 为时刻空间（instant space）。时刻空间的元素 I, J, · · · ∈ T 称为时刻（instants），它

们是不同时刻下同时发生的所有事件的集合。

设 I, J ∈ T 是两个时刻，我们可以通过 I 和 J 的任一元素 e ∈ I 和 f ∈ J 来表示这两个

时刻的间隔。具体地，定义在 T 上的函数 τ : T 2 → R，

τ (I, J) = τ (e, f) , ∀e ∈ I∀f ∈ J

的结果就是时刻 I、J 的时间间隔。我们可以设计符合我们以往习惯的记法：∀I, J ∈ T ,

I − J ≡ τ (I, J)

若 s = τ (I, J)，则又可记 I = J + s。注意，我们没有定义两个时刻的“和”（I + J）的意义。

事实上，时刻空间 T 与实数集 R 是自然同构的。因此在进行时刻之间的运算时，我们可以默

认 T 就像 R。但是每一 T 中的时刻又是同时事件构成的欧几里得空间，这时 T 比实数集 R

具有更多含义，故我们仍保持提及 T。

接下来，我们定义两个同时发生的事件之间的距离。距离函数是定义在 S 上的映射 δ :

S → R，满足：

更新至 2023-12-04 111



5.1 新经典时空 第五章 时空观与参考系

D1 对任一时刻 I ∈ T，δ 在 I2 ⊂ S 上的限制 δ|I2 使作为事件集合的 I 成为一个以事件为点

的欧几里得空间，其平称空间记为 VI；

D2 dim VI = 3, ∀I ∈ T。

距离函数 δ 定度在同时关系 S 上，说明只有同时发生的事件之间才能讨论距离。S 中含

有不同时刻下的同时事件，所以在不同时刻下，我们都用同一度量 δ 来测定距离。规定 D1 用

通俗语言说就是每一时刻 I 作为同时事件的集合，在用了度量 δ 之后，能够形成欧几里得空

间，即能够满足定义3.4。结合规定 D2，每一时刻下的欧几里得空间都是 3 维的。

规定 T1~T3、D1~D2 共同形成了新经典时空的概念。正式陈述如下——

定义 5.1 (新经典时空). 若集合 W 具有 T1~T3 规定的时延函数和 D1~D2 规定的距离函数，

则称 W 是新经典时空（neo-classical spacetime）。

我们可以形象地把时延函数和距离函数理解为观察者所使用的时钟和直尺。在新经典时

空的定义下，没有钟慢效应，因为“同时性”的定义是绝对的；也没有尺缩效应，因为距离函

数的定义是绝对的。在这样的时空观下，本讲义介绍的连续介质力学基础适用的范围自然就是

经典低速运动和形变。

事件世界 W 上的自同态映射 α : W → W 应满足

τ (α (e) , α (f)) = τ (e, f) , ∀e, f ∈ W

δ (α (e) , α (f)) = δ (e, f) , ∀e, f ∈ S

其中 S 是 W 上的同时关系。事实上映射 α 就是对其所作用的事件进行了一个时移。若记 Uα

为 W 上的自同态映射 α 在 W 的子集 U 上的限制的像集，即 Uα ≡ ran α|U，则易验

τ (Iα, Jα) = τ (I, J) , ∀I, J ∈ T

或按之前规定的记法：

Jα − Iα = J − I, ∀I, J ∈ T

其中 T 是 W 上的时刻空间。上式等号两边同时加上 Iα − J 得

Iα − I = Jα − J, ∀I, J ∈ T

也就是说，映射 α 对不同时刻下的事件进行作用前后的时间间隔是只依赖 α 的固定值。因此

可记由任一时刻 I 及其对应的 Iα 规定的实数 sα ≡ Iα − I, ∀I ∈ T 为由 α 引出的时移（time-

shift）。由规定 T3 可以证明，对应于每一个 W 上的自同态映射 α 有且只有一个实数 sα ∈ R

满足 sα = Iα − I。留意到一个时刻 I 同时又是一个欧几里得空间，对任一时刻 I，α 是 I 到
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Iα 关于共同的度量 δ 的保距映射，故上述论断亦表明 α 是一个等距变换（双射）。相应地也

可证明，对应于每一 W 上的自同态映射 α 有且只有一个由 I 的平移空间 VI 到 Iα 的平移空

间 VIα 的同态映射（即线性变换）AI : VI → VI+sα 满足 AI (f − e) = α (f)−α (e) , ∀e, f ∈ I。

5.2 参考标架

事件世界含有的是一切可以发生的事件，它只是一个供我们讨论某一具体发生着的物理

过程的背景概念。若某物体在某段时间之内发生了运动和形变，它将对应于事件世界里的一块

子集。具体地，我们把一个物体（body）抽象为一个集合 B，其元素 X,Y, · · · ∈ B 称为物质点

（material points）。在这里我们只讨论物体的运动学（kinematics），后续章节会再赋予物体以

质量的概念。

现在我们准确地定义什么叫“在一段时间之内”的运动。我们把 T 的一个连通子集 Υ ⊂ T

称作一个时间段。所谓“连通”是指，若 t ∈ Υ 且 t+ s ∈ Υ，则 t+ r ∈ Υ, ∀r ∈ [0, t]∗。

以下内容可结合图5.2来理解。

𝒯

𝒲

𝑋

𝐵

𝐽

Υ

𝜒 𝑋, 𝑡

𝑡

𝐼 𝐽

图 5.2: 物体的运动过程、时间线示意图。图中字母符号与文中相同。

一个物体 B 在时间段 Υ内的运动过程（kinematical process）是一个映射 χ : B×Υ → W ,

χ (X, t) ∈ t, ∀X ∈ B, ∀t ∈ Υ

再次提醒，上式中的 t 既表示一个时刻又表示这个时刻下的所有同时事件构成的欧几里得空

间点集。上述定义实际表达的意思是，想要描述一个由多个物质点构成的物体的运动过程，需

∗这里我们改用小写字母来表示时刻以符合时刻计算的习惯，但需要注意每一时刻都是一个由同时事件组成的欧几里得空

间。
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且只需说出每个物质点在每个时刻下对应于哪一个物理事件。我们把一个物质点 X ∈ B 在运

动过程 χ 中的像集

χ (X,Υ) = {e ∈ W |∃X ∈ B∀t ∈ Υ, e = χ (X, t)}

（即一个物质点在整个时间段 Υ 内经历的所有事件的集合）称 X 在运动过程 χ 中的世界线

（worldline）。

可以留意到，一个物质点在一个运动过程中的世界线上的任意两个不同元素必属于不同

时刻。诚然，由运动过程的定义可知，若 t1, t2 ∈ Υ 且 t1 6= t2，则物质点 X 在时间段 Υ 内的

运动过程 χ 中的世界线总满足

χ (X, t1) ∈ t1, χ (X, t2) ∈ t2

由集合相等的定义，t1 6= t2 决定了 χ (X, t1) 6= χ (X, t2)。换言之，由 Υ 到 X 在 χ 中的世界

线的映射 t 7→ χ (X, t) 必是单射。

更形象地说，世界线是一条由参数方程定义的曲线∗。一整个物体 B 的运动过程，是 B 的

所有物质点形成的一束世界线。一个常常默认的公设是经典时空下的信息守恒，即同一运动过

程中的世界线不相交。这等同于说，一个物体在运动过程中物质点的“数量”守恒†。这是因果

决定论所要求的。任一当前时刻的发生的事件必由之前时刻的事件导致（没有“无因之果”），

也必导致未来时刻的事件（没有“无果之因”）。

虽然世界线是一条曲线，但它无法直接理解为“质点的轨迹”。因为世界线上不同的事件

属于不同时刻，亦属于不同的欧几里得空间的点，无法量度它们之间的距离（只有同时刻的事

件之间者能讨论距离）。我们在现实世界中之所以能观测一个质点在两个时刻下的“位移”，必

须依赖另一个在这个时间段内也一直出现的另个物体——参照物。就算如此，我们也只能在每

一时刻下记录所关心的质点与这一参照物的相对距离，得到这个相对距离在两个不同时刻的

的差别，来描述这个质点在这两个时刻所规定的时间间隔的标量值的相对位移变化，并进而得

到它们的标量相对速率和相对加速率。具体地，我们可以考虑导数

d
dtδ (χ (X, t) , χ (Y, t)) = lim

t′→t

δ (χ (X, t′) , χ (Y, t′))− δ (χ (X, t) , χ (Y, t))

t′ − t

它是物质点 X 相对于物质点 Y 在时刻 t 下的相对速率（标量）。类似地可定义 2 阶导数为一

个标量值的相对加速率。本讲义所考虑的运动过程，任意两个物质点的相对加速率都是连续函

数。也就是说，任一运动过程中两物质点的相对距离随时间的变化是 2 阶光滑的。

∗严格地应该说世界线是一个 1 维流形。
†事实上连续介质物体的物质点数量可能是无穷大的，所以“数量”这一不严谨的说法仅为了辅助理解。
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现在我们只讨论了两个物质点的相对运动速率和加速率。若要讨论某一个物质点的向量

值的位移、速度和加速度等等，就必须在同一欧几里得空间，建立统一的坐标系。这需要引入

参考标架的概念。参考标架是在一个观察者的主观视角下的“静止的”3维欧几里得空间∗。我

们习惯说的某物质点的“绝对运动”，事实上是相对于我们视角下的 3 维欧几里得空间的相对

运动。利用上一段介绍的相对运动概念，我们不仅可以把我们所关心的物质点与这个参考标

架任一点（物理事件）的相对速率和相对加速率当作这个物质点在这一参考标架下的“绝对”

速率和“绝对”加速率，还能利用这一欧几里得空间的平移空间，通过选定原点来实现对这一

物质点的向量值位移、速度和加速度的表征。

下面我们严格地给出参考标架的概念。

设一物体 B 在某时间段 Υ 内的运动过程 χ 中，任意两物质点 X,Y ∈ B 的距离

δ (χ (X, t) , χ (Y, t))

保持不依赖时刻 t ∈ Υ 变化的常数，则称 χ 是一个刚体运动过程（rigid body process）。由相

对速率的概念易知，刚体运动过程中任意两物质点相对速率总为零。

若某物体 E 永远只能作刚体运动†，即 E 在整个时刻空间 T 内的运动过程 ϕ : E ×T → W

总是一个刚体运动过程——

δ (ϕ (X, t) , ϕ (Y, t)) = d (X,Y ) , ∀X,Y ∈ E , t ∈ T

其中 d : E 2 → R 是按照上式定义的 E 上的一个映射‡，则称 E 是一个刚体系（rigid system）。

上式同时也说明映射 d 的性质沿自 δ。因 δ 是 T 的每一时刻下的欧几里得度量（见规定 D1、

D2），故 d 是 E 上的欧几里得度量，(E , d) 由此形成一个欧几里得空间。我们称具有欧几里得

空间构造的刚体系 E 及其某一运动过程 ϕ 的组合 (E , ϕ) 为参考标架（frame of reference）或

简称标架（frame）；E 是这一参考标架的欧几里得空间；ϕ 本身称作参考运动过程（kinematic

process of reference）。由于可选作参考标架的刚体系 E 可有不止一个，刚体运动 ϕ 也可有不

止一种，故参考标架的建立方式也不止一种。参考标架反映的是一名观察者的主观视角或主观

选择。

一名观察者在选定了一个参考标架 (E , ϕ) 后，仍然面临着在其欧几里得空间 E 上建立不

同的坐标系的选择。至少要在欧几里得空间 E 的基本直角坐标系（选定的某原点 O ∈ E 和标

准基 {ê1, ê2, ê3}）中，任一时刻 t 的下的事件才对应于一组有序实数三元组 (x1, x2, x3) ∈ R3。

当然，他也可以在 E 上建立各种曲线坐标系，同样也能实现任一时刻 t 下使一个事件对应于

∗在经典情况下我们不考虑“空间弯曲”，因此每个观察者视角下的几何空间都是 3 维欧几里得空间。
†它将会是一个欧几里得空间。

‡我们很快将说明它其实是 E 上的一个度量。
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一组有序实数三元组。在最一般情况下，仅为了这一目的，他完全可以在每一时刻都选一个不

同的坐标系。在实际问题中我们选定的坐标系是不依赖时间变化的。严格来说，时刻空间 T

虽与 R 同构，但任一时刻 t ∈ T 到底对应于 R 的哪个数值，也仍需在选定某时刻空间的原点

t0 ∈ T 并记其为实数 0 后，才能得到确定。我们常常选择 Υ 的边界点作为 t0，使 Υ 同构于

R 上的某连通区间 [0, s]。

总而言之，想要使一个物理事件 e ∈ W 对应于获得 4 个实数 (t; x1, x2, x3) ∈ R1+3 的对

应，必须具备以下条件：

• 事件 e 属于某世界线，也就是说属于某一时间段 Υ ⊂ T 中的运动 χ；

• 已选定某参考标架 (E , ϕ)；

• 已选定起始时刻 t0 ∈ T；

• 已选定 E 下的坐标系

5.3 标架变换

接下来为了讨论的方便，我们对时间段 Υ 下的给定的运动过程 χ 规定记法 χt : B → W ,

χt (X) = χ (X, t) , ∀X ∈ B, t ∈ Υ

设一名观察者观察一个物体 B 在时间段 Υ 内的运动过程 χ，这名观察者要确定的是物体

B 相对于他选择的参考标架 (E , ϕ) 的运动。在同一时段 Υ 内，定义映射 κ : B ×Υ → E ,

κ (X, t) = κt (X) = ϕ−1
t ◦ χt (X) , ∀X ∈ B, t ∈ Υ

则 κ 在形式上定义了“物体 B 在物体 E 内的运动过程”，而事实上 E 是这名观察者选择的参

考标架的欧几里得空间。我们称 κ 为物体 B 相对于参考标架 (E , ϕ) 的由 χ 确定的运动，它

由物体 B 的客观运动过程 χ 和参考标架本身的客观运动过程 ϕ 共同确定。任一观察者在不

与其他观察者交流的情况下，只能感知相对运动 κ。

假设有两名观察者分别选择了标架 (E , ϕ) 和 (E ∗, ϕ∗)，d、d∗ 是按前面所述由 ϕ、ϕ∗ 定义

的度量。这两名观察者观察同一物体 B 在时间段 Υ 内的一个运动过程 χ，将各自感知为 B

相对标架 (E , ϕ)、(E ∗, ϕ∗) 的运动过程 κ 和 κ∗（可结合图5.3来理解）。按照前面介绍过的定义，

κt = ϕ−1
t ◦ χt, κ∗

t = ϕ∗−1
t ◦ χt, ∀t ∈ Υ

故有

κ∗
t =

(
ϕ∗−1
t ◦ ϕt

)
◦ κt, ∀t ∈ Υ
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∗ ∗

图 5.3: 不同观察者在各自的标架 (E , ϕ)、(E ∗, ϕ∗) 下观察同一物体 B 的运动过程 χ。尽管刚

体系 E 和 E ∗ 各自也有运动 ϕ、ϕ∗，但每个观察者都只能感知到 B 相对各自标架的运

动 κ、κ∗（未标出）。观察者之间通过交流，也只能额外了解到两标架之间的相对运动

ϕ∗−1 ◦ ϕ（未标出）。

也就是说，两名观察者任一时刻所感知到的相对运动之间，只相差 ϕ∗−1
t ◦ ϕt，而这是 E 作为

一个刚体系相对于标架 (E ∗, ϕ∗) 的由 ϕ 确定的运动。两名观察者通过交流，也只能感受到这

一标架间的相对运动，而无法单独感知到 ϕ 或 ϕ∗。这一标架间的相对运动 ϕ∗−1
t ◦ ϕt 是标架变

换的讨论重点。

留意到，在时间段 Υ内的每一时刻 t下，(t, δ)、(E , d)、(E ∗, d∗)是三个欧几里得度量空间，

ϕt、ϕ∗
t 分别是由 E 到 t、E ∗ 到 t 的等距变换，故复合映射 ϕ∗−1

t ◦ ϕt 是由 E 到 E ∗ 的、依赖时

刻 t 的等距变换。在此我们可以利用等距变换的表示定理（定理3.2）写出复合映射 ϕ∗−1
t ◦ ϕt

的形式。具体地，物体 B 在时间段 Υ 内的运动过程 χ 中，时刻 t ∈ Υ 下，物质点 PX ∈ B 在

时刻 t 下分别对应于欧几里得空间 E、E ∗ 中的点 X (t)、X∗ (t)，则有

X (t) = κt (PX) , X∗ (t) = κ∗
t (PX) , t ∈ Υ

其中 κ、κ∗ 分别是物体 B 在时间段 Υ 内相对于标架 (E , ϕ)、(E ∗, ϕ∗) 的运动。由之前介绍过

的定义我们有

X∗ (t) = ϕ∗−1
t ◦ ϕt (X (t)) , ∀t ∈ Υ

上式说明，两个观察者在各自的参考标架下，对同一物理事件的空间定位，相差一个等距变

换。由定理3.2，再任意给定一物质点 PX0 ∈ B，就有

X∗ (t) = X∗
0 (t) + Qt (X (t)−X0 (t))

其中

X0 (t) = κt (PX0) , X∗
0 (t) = κ∗

t (PX0) , t ∈ Υ
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注意到，由于每一时刻 t 下的等距变换 ϕ∗−1
t ◦ ϕt 是不同的等距变换，因此上式中的正交算符

Qt 依赖 t 而变化。另外，由 §3.4最后的讨论，detQt ≡ 1。

给定一个欧几里得空间，也就同时给定了它的平移空间和一个基本直角坐标系。因此每个

欧几里得空间点集里的点，唯一对应于它在这一基本直角坐标系下的位置向量，也唯一对应于

一个有序实数三元组。故上式的成立同时意味着下式的成立

r∗X (t) = r∗X0
(t) + Qt (rX (t)− rX0 (t))

其中 r∗X0
(t) = X∗

0 (t) − O (t) · · · ∈ R3 等都是相应的点在其所属的欧几里得空间中的基本直角

坐标。

在时刻空间 T 中，只要选定一个时刻 t0 作为时间原点（time origin），那么由之前关于时

刻空间的讨论，任一时刻 t 都唯一对应 R 中的一个实数 s = t− t0，任一实数 s 总有唯一一个

时刻 t 满足 s = t− t0。也就是说，只要选定了时间原点 t0，那么时刻空间 T 的元素就与实数

一一对应。假定两个观察者选定不同的时刻 t0、t∗0 ∈ T 作为原点时刻，那么他们会相应使用

不同的实数 s、s∗ ∈ R 来标记同一时刻 t ∈ T。正如 r∗X 与 rX 的关系那样，s 与 s∗ 的换算关

系也是被时空结构的定义确定的。为了得出这个关系，我们将一名观察者把一个时刻对应成一

个实数的映射记为双射 T : T → R。两个不同观察者分别采用映射 T、T ∗ 把同一时刻 t ∈ T

记作不同的实数。易验 T, T ∗ 满足

|T (t1)− T (t2)| = |T ∗ (t1)− T ∗ (t2)| = |t1 − t2| , ∀t1, t2 ∈ T

因此 T、T ∗ 都是度量空间 (T , |τ |) 的上的等距变换。那么复合映射 T ∗−1 ◦ T 就是 R 上的一个

等距变换。由等距变换的表示定理，对任意 s ∈ R，

s∗ = s∗0 + (s− s0)

其中 s∗0 = T ∗−1 ◦ T (s0)；在 R 上，正交算符就是 ±1；行列式为 1 的正交算符就是 1。上式又

可整理成

s∗ = s+ a

其中由 T、T ∗ 的等距变换事实可知 a = s∗0 − s0 = t∗0 − t0 是只依赖时间原点选择的常实数。。

把以上分析的结果进行总结：两名观察者 O、O∗ 对同一物体的运动过程进行观测，在各

自选定的时间原点 t0、t∗0 和参考标架 (E , ϕ)、(E ∗, ϕ∗) 下，O 用于描述时刻 t ∈ T 下的两个事

件 e, e0 ∈ W 的实数组 (s, r (s))、(s, r0 (s)) 和 O∗ 用于描述同一时刻 t 的相同两个事件 e, e0 的

实数 (s∗, r∗ (s∗))、(s∗, r∗0 (s∗)) 之间存在以下换算关系——

s∗ = s+ a

r∗ (s∗) = r∗0 (s∗) + Qt (r (s)− r0 (s))
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其中 a = t∗0 − t0 是常实数，Qt 是 R3 上的正交变换（即一个 3× 3 实正交矩阵）且 detQt ≡ 1。

我们称上述变换为一个标架变换（change of frame）。

上列的标架变换关系式，是由新经典时空的定义和参考标架的定义推导得出的数学结果。

从它的形式上看，不同的参考标架之间，没有“钟慢效应”和“尺缩效应”，这亦是新经典时

空结构本身蕴含的性质。回顾新经典时空的定义可以看到，同时性的定义方式是绝对的，欧几

里得度量的定义方式也是绝对的，故有此结果。

我们对同一物理事件的观测，可能得到依赖这一事件的不同物理量。在选定了标架之后，

这样的物理量是依赖时间和空间的场函数，而它的函数值可以是标量、向量和线性算符。具体

地，在两个标架 (E , ϕ)、(E ∗, ϕ∗) 下，对同一物理事件观测得到的标量、向量和线性算符场函

数分别记为：

α, α∗ : R1+3 ⊃ D → R, α (t, r) , α∗ (t∗, r∗)

a, a∗ : R1+3 ⊃ D → R3, a (t, r) , a∗ (t∗, r∗)

A,A∗ : R1+3 ⊃ D → L
(
R3
)
, A (t, r) , A∗ (t∗, r∗)

其中 t, t∗ ∈ R，r, r∗ ∈ R3。设 Qt 是由 (E , ϕ) 到 (E ∗, ϕ∗) 的标架变换的正交算符。若对任意两

标架 (E , ϕ)、(E ∗, ϕ∗)，上述物理量都满足

α∗ (t∗, r∗) = α (t, r)

a∗ (t∗, r∗) = Qta (t, r)

A∗ (t∗, r∗) = QtA (t, r)Q⊺
t

则称这些物理量具有标架变换下的不变性（invariance under change of frames）。

为什么要这样定义呢？客观的标量值物理性质，本应不依赖观察的参考标架。设某时刻下

空间某处有某偶极矩 µ，这是一个客观现象。在不同的参考标架下，这一偶极矩将被“画”在

不同坐标系下的欧几里得空间当中，各具有一组坐标 u, u∗ ∈ R3。在同一时刻下，两个标架的

欧几里得空间 E 和 E ∗ 的差别，可视为同一欧几里得空间内的两个直角坐标系。那么，同一向

量在这两种情况之间的差别，将只相差一个由该时刻下这两个直角坐标系决定的正交矩阵 Qt

作为过渡矩阵的坐标变换公式，即 u∗ = Qtu。同理，线性变换值的物理量，在每一时刻下的

两个标架下的坐标矩阵之间也相差一个由这两个标架确定的正交矩阵 Qt 作为过渡矩阵的坐

标变换公式，即 A∗ = QtAQ⊺
t。可见，标架变换下的不变性定义，道出的是具有客观的物理量

应该满足的条件。但是，物理量的定义及其依附的经验规律（方程）是有无限可能的，并不一

定都满足标架变换不变性。

但至少，同一观察者，对同一物理量的观测结果，必须具有不依赖坐标系选择的客观性。

这里包括曲线坐标系选择。然而，标量、向量和线性算符物理量及其微积分在曲线坐标变换下
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的数学形式遵守一套系统的理论——张量分析（tensor analysis）。当我们说“标量、向量和线

性算符是都是张量”时，我们实际上是主张赋予作为代数结构的标量、向量和线性算符以曲线

坐标变换的理论支撑。只要注意按照曲线坐标系理论来处理物理量的坐标变换，就能使物理量

满足不依赖坐标系选择的客观性。这件事在一般的教材中又叫做“用张量来表示物理量”。这

是之所以要求用张量来描述流变学的本构关系的根本原因。
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第六章 连续物体的运动学

6.1 速度和加速度

设物体 B 在时间段 Υ 内的运动过程是 χ，在选定标架 (E , ϕ) 下，时间段 Υ 同构于一个

实数 R 的连通子集 I。设物体 B 由 χ 决定的相对这一标架的运动是 κ，给定时刻 t ∈ I，我

们把 κt : B → E ,

κt (PX) = κ (PX , t) = X (t) , ∀PX ∈ B, t ∈ I

称为该时刻下的置放（placement）映射，它把 B 的任一物质点 PX 对应为 t 时刻下的欧几里

得空间中的点 X (t)。像集 Ωt = κt (B) ⊂ E 称物体 B 在 t 时刻下的构型（configuration）。置

放和构型都是依赖所选定的标架的。我们实际可观测到的不是物体的运动 χ 本身，而是其在

我们所选定标架下的构型随时间的变化。

在相对于给定标架的运动过程中，一个物体的每个物质点，在每一时刻都有不同的速度。

延用上一段的设定，我们定义

v (PX , t) ≡ lim
s→0

X (t+ s)−X (t)

s

=
d
dtX (t)

= Ẋ (t)

为物质点 PX 在时刻 t 下的速度（velocity）。由这一定义可知，速度是欧几里得空间 E 的平移

空间 V 的一个向量。我们再定义

a (PX , t) ≡ lim
s→0

v (PX , t+ s)− v (PX , t)

s

= v̇ (PX , t)

= Ẍ (t)

为物质点 PX 在时刻 t 下的加速度（acceleration）。

速度和加速度的引入都依赖标架的选择。我们将上一节介绍的定义来考察速度和加速度

是否具有标架变换下的不变性。
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假定有两个观察者分别选定了标架 (E , ϕ) 和 (E ∗, ϕ∗)，对同一时刻的实数标记为 t, t∗ ∈ R

且 t∗ = t+ a。任选 E 中不依赖时间的固定一点 X0，由标架变换式有

X∗ (t∗) = X∗
0 (t

∗) + Qt (X (t)−X0)

其中，X∗
0 是 X0 作为刚体系的 E 的物质点在标架 (E ∗, ϕ∗) 下的点，它因 E 相对标架 (E ∗, ϕ∗)

的运动 ϕ−1
t ◦ϕ∗

t 而依赖 t∗。X 是物质点 PX 在标架 (E , ϕ)下的点，它因物体 B 相对标架 (E , ϕ)

的运动而依赖 t。X∗ 是物质点 PX 在标架 (E ∗, ϕ∗) 下的点，它因物体 B 相对标架 (E ∗, ϕ∗) 的

运动而依赖 t∗。Qt 是由 E 的平移空间 V 到 E ∗ 的平移空间 V ∗（V ∗ 与 V 同构）的正交算符，

它依赖 t 是等距变换的表示定理和标架变换的原理决定的（见上一节）。

任一物质点 PX ∈ B 在两个标架下的速度之间的关系，可由标架变换式代入速度的定义

推出∗——

v∗ (PX , t) = Ẋ (t∗)

= Ẋ∗
0 (t

∗) + Q̇t (X (t)−X0) + Qtv (PX , t)

6= Qtv (PX , t)

可见，速度并不具有标架变换下的不变性。由标架变换式，

X (t)−X0 = Q⊺
t (X

∗ (t∗)−X∗
0 (t

∗))

代入上式得（为简洁，对时间依赖略去不写了）

v∗ = Ẋ∗ + A (X∗ −X∗
0 ) + Qv

其中 A (t) ≡ Q̇tQ⊺
t 称标架 (E , ϕ) 相对标架 (E ∗, ϕ∗) 的自旋（spin）。由定理3.1及其推论，A (t)

唯一地对应一个向量 � (t) 满足 Au = � × u，故上式又可写成更多资料中的形式，

v∗ = Ẋ∗ +Ω× (X∗ −X∗
0 ) + Qv

上式第一项是 E 相对标架 (E ∗, ϕ∗) 的平动速度，第二项是二者的相对转动角速度。要使 v∗ =

Qv，两标架间的相对运动必须对所有时刻都满足 Ẋ∗
0 = 0 和 Q̇t = 0，即两标架相对静止。

类似地，我们可得出标架 (E ∗, ϕ∗) 下的加速度

a∗ = Ẍ∗
0 + Ȧ (X∗ −X∗

0 ) + A
(

v∗ − Ẋ∗
0

)
+ Q̇v + Qa

6= Qa

∗用到了 d/dt∗ ≡ d/dt。
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可见，速度并不具有标架变换下的不变性。我们对 Q̇v 一项进行如下变化，由

v∗ = Ẋ∗
0 + A (X∗ −X∗

0 ) + Qv

有

Qv = v∗ − Ẋ∗
0 − A (X∗ −X∗

0 )

两边同时（左）乘 A = Q̇Q⊺ 得

Q̇V = A
(

v∗ − Ẋ∗
0

)
− A2 (X∗ −X∗

0 )

代入原式得

a∗ = Ẍ∗
0 + Ȧ (X∗ −X∗

0 ) + 2A
(

v∗ − Ẋ∗
0

)
− A∗ (X∗ −X∗

0 ) + Qa

使用 Ω 的表达式为

a∗ = Ẍ∗
0 + Ω̇ (X∗ −X∗

0 ) + 2Ω
(

v∗ − Ẋ∗
0

)
−Ω× (Ω× (X∗ −X∗

0 )) + Qa

除 Qa 以外的项依次是（重新强调时间依赖性）

• Ẍ∗
0 (t

∗)：E 相对 E ∗ 的平动加速度

• Ȧ (t) (X∗ (t∗)−X∗
0 (t

∗))：E 相对 E ∗ 的转动角加速度

• 2A (t)
(

v∗ (PX , t
∗)− Ẋ∗

0 (t
∗)
)
：科里奥利（Coriolis）加速度

• −A2 (t) (X∗ (t∗)−X∗
0 (t

∗))：向心（centripetal）加速度∗

要使 a∗ = Qa，两标架的相对运动需要对任意时刻满足 Ẍ∗ (t∗) = 0 且 Q̇t = 0，即两标架作相

对的匀速直线运动。我们把这种特殊的标架变换称作伽俐略变换（Galilean transform）。速度

在伽俐略变换下并不具有不变性。所有两两之间是伽俐略变换的标架所组成的集合形成一个

以标架变换为群操作的群，称为伽俐略群（Galilean group），群元素称惯性参考标架（inertial

frame of reference）。

6.2 形变

在给定标架 (E , ϕ) 下，设物体 B 在两时刻 t1, t2 ∈ R 下的构型分别为

Ωt1 = κt1 (B) , Ωt2 = κt2 (B)

则复合映射

µt1→t2 : Ωt1 → Ωt2 , µt1→t2 = κt2 ◦ κ−1
t1

∗其反号称离心（centrifugal）加速度。
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称为物体 B 由 t1 到 t2 的形变（deformation）。我们规定形变映射是可逆的；通常情况下还是

任意所需阶光滑的。

如图6.2所示，我们常选定一个固定的时刻 t0 ∈ R作为参考时刻（reference instant），t0 时

物体 B 的构型 Ω0 称该物体的参考构型（reference configuration），任一时刻 t 下物体 B 的构

型称为当前构型（current configuration）。在默认选定了参考构型的讨论中，我们依照以下记

号惯例：

• 物体 B 的物质点为 X,Y, · · · ∈ B

• 参考构型的位置向量：X = κ0 (X) ,Y = κ0 (Y ) , · · · ∈ Ωo

• 当前构型的位置向量：x (t) = κt (X) = µt (X) , y (t) = κt (Y ) = µt (Y) , · · · ∈ Ωt

在上列记法中，使用同一字母，表示来自同一物质点。置放映射的像本应是欧几里得空间的

点，使用向量来表示置放映射的像，是指它在基本坐标系下的位置向量。形变映射 µ 的下标

可以只写当前时刻 t，有时我们也把时间依赖性明显地表示出来，即 µ (·, t) ≡ µt (·)。

𝐵𝐵

𝜅𝜅0

𝜅𝜅𝑡𝑡

𝑋𝑋

𝐗𝐗

𝐱𝐱 𝒕𝒕

𝜇𝜇𝑡𝑡

𝑂𝑂

Ω0

Ω𝑡𝑡

抽象概念 参考标架 ℰ,𝜙𝜙

图 6.1: 物体 B 是物质点 X,Y, . . . 的集合，它只有在发生某种运动时，才能形成一系列物理事

件，并在我们所选定的参考标架 (E , ϕ) 下的欧几里得空间中表现出来。在参考时刻 t0，

置放映射 κ0 将物体 B 的每一物质点 X 映射为参考构型 Ω0 中的一点 X。在当前时刻

t，置放映射 κt 将同一物质点 X ∈ B 映射为当前构型 Ωt 中的一点 x (t)。观察者只能

观测到从参考构型到当前构型的变化，由形变映射 µt = κt ◦ κ−1
0 描述。

在选定了坐标系后，欧几里得空间 E 中的任一位置都唯一对应 R3 的一个有序实数 3 元

组。形变映射 µt 的自变量和取值都是欧几里得空间中的点。在不同的坐标系选取方式下，同

一形变 µt 将会是不同的 R3 上的向量函数。以欧几里得空间 E 的基本直角坐标系为例，若
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X = (X1, X2, X3)、x (t) = (x1 (t) , x2 (t) , x3 (t))，则映射 µt 可由以下关系式完整确定

µt :


x1 (t) = η (X1, X2, X3, t)

x2 (t) = ξ (X1, X2, X3, t)

x3 (t) = ζ (X1, X2, X3, t)

其中 η、ξ、ζ 为选定某坐标系后，形变 µt 所对应的分量函数，它们的形式将依赖坐标系的选

取，遵循 Xi 和 xi 的曲线坐标系变换而相应地变化
∗。

物体 B 在 t 时刻相对参考构型的位移场（displacement field）是

u (X, t) ≡ µt (X)− X = x (t)− X

速度场（velocity field）是

v (X, t) =
d
dtµ (X, t)

加速度场（acceleration field）是

a (X, t) =
d
dtv (X, t)

由上一节的定义，我们有

v (X, t) = v (X, t) ,

a (X, t) = a (X, t) , ∀X = κt (X) , X ∈ B

上列的这些运动学场函数都比较完整地以相对某标架的运动的形式描述了物体 B 的客观

运动。但是连续介质力学关心的是材料的形变，它要通过物质点之间的相对运动来体现。我们

的想法是，排除了平动的、“纯粹的”形变也许可以通过不同物质点在形变映射 µt 作用后的相

对差别来显示，这一直觉指示我们对 µt (X) 求关于 X 的导数。如图6.2所示，参考构型位置 X

和 X+∆X被形变映射 µt 后的当前构型位置之差如果不等于 ∆X，则暗示在参考位置 X邻近

的物质点发生了超出平动的额外形变。

一般地，关于参考构型不同点 X 的邻域可能发生不同类型和程度的形变。对于连续物体，

我们可以用形变映射的微分来表示每一点 X 邻域的形变：

µt (X +∆X)− µt (X) = F (X, t)∆X + o (‖∆x‖)

其中

F (X, t) ≡ dX′=Xµt (X′)

∗关于曲线坐标系的一般理论和本讲义大部分物理量的曲线坐标系变换结果都集中在附录中介绍。
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𝐗𝐗 𝐱𝐱 𝑡𝑡

Ω0 Ω𝑡𝑡
𝐮𝐮 𝐗𝐗, 𝑡𝑡

𝐮𝐮 𝐗𝐗 + Δ𝐗𝐗, 𝑡𝑡

𝑂𝑂

𝜇𝜇 𝐗𝐗 + Δ𝐗𝐗, 𝑡𝑡
−𝜇𝜇 𝐗𝐗, 𝑡𝑡

𝜇𝜇 𝐗𝐗, 𝑡𝑡

Δ𝐗𝐗

图 6.2: 在参考位置 X和 X+∆X的两物质点，在形变 µt后的当前位置差别，是映射 µ (∆X, t) ≡

µt (X)关于 X的增量。由形变梯度张量 F的定义，当∆X → 0时 µt的增量可由 F∆X近

似。因此 F (X, t)实际表示在参考位置 X的邻域的形变。图中还标出了位移场 u (X, t)，

根据向量关系可知 dXu (X, t) = F − I。

是函数 µt 在 X 处的导数，它是平移空间 V 上的线性算符。由于 µt 是任意所需阶光滑的，由

定理4.12的推论，detF 6= 0，即 F (X, t) 的取值总是可逆线性算符。

由 F 所对应的微分式和图6.2可知，线性算符 F (X, t) 实际表示在参考位置 X 的小邻域发

生形变。一个线性算符如何表示形变，可回顾 §3.3。

形变梯度张量与位移场的梯度只相关一个单位算符 I。由位移场的微分：

u (X +∆X)− u (X) = dXu (X)∆X + o (‖∆X‖)

= µt (X +∆X)− (X +∆X)− [µt (X)− X]

= µt (X +∆X)−∆X

= F (X, t)∆X + o (‖∆X‖)

可得 dXu (X, t) = F (X, t)− I。

在 E 的基本直角坐标系下，F (X, t) 的坐标矩阵是
∂η
∂X1

∂η
∂X2

∂η
∂X3

∂ξ
∂X1

∂ξ
∂X2

∂ξ
∂X3

∂ζ
∂X1

∂ζ
∂X2

∂ζ
∂X3


一般地，F (X, t) 的取值依赖是依赖参考位置 X 的。若 F (X, t) 不依赖 X，则称所关心物

体的形变 µt 是均匀（homogeneous）的。特别地，当 F ≡ I 时，所关心的物体的每个物质点都

只发生大小和方向相同的位移（位移场梯度为零）。
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由极分解定理2.37，结合 F 的值总是可逆算符，可知形变梯度张量总有极分解

F = RU = VR

其中 R (X, t) 的值是正交算符，U (X, t)、V (X, t) 的值是非负对称算符，分别称为右、左拉伸

张量（right/left stretch tensor），且有 V = R⊺UR。这时，§3.3的内容就可以更加直接地用于

理解 F。若可以简单说正交算符表示刚体旋转、对称算符表示 3轴拉伸、算符的映射复合是形

变的叠加操作，那么极分解定理告诉我们任何一个局域的形变都是一个局域的 3 轴拉伸和一

个局域的刚体旋转的叠加。由

detF = det (RU) = det (VR)

以及正交算符性质 detR = ±1 和规定 detF 6= 0 可知，detU = detV > 0。由于与 §3.4最后所

述类似的理由，物体无法发生镜象翻转的形变∗，因此在连续介质力学中 R 只允许为行列式等

于 1 的正交算符。这一规定往往等价地表述为：detF > 0。

由于 U 或 V 是正定对称张量且它们正交等价，故它们有相同的一组特征值 λ1, λ2, λ3，称

为主拉伸比（principal stretch ratios）。U 或 V 的相应的主轴称主拉伸方向（principal stretch

directions）。

如果我们认为，一个物体在运动中除刚体平动外，只发生了刚体旋转，则“形变为零”，那

么形变梯度张量 F = I 并不意味着这种意义上的“无形变”，因为至少当一个物体发生由 R

描述的刚体旋转时，F = R 6= I。满足我们的这一意图的形变的量度应该是拉伸张量 U 或 V。

我们对上述意义下的“零形变”的关注来自对弹性材料的直观感受。我们对弹性材料直观体验

是，材料产生应力是由于材料形成了应变；无应变则无应力†。因此我们可以说，U 或 V 是应

变量度（strain measures）。一切仅由三个主拉伸方向和主拉伸比确定的线性算符值函数都可

等价地作为应变量度[14]Sect.32。比如由 U 或 V 分别定义的

C (X, t) ≡ U2 (X, t)

= (F (X, t))⊺ F (X, t)

称右柯西–格林应变张量（right Cauchy–Green strain tensor），

B (X, t) ≡ V2 (X, t)

= F (X, t) (F (X, t))⊺

∗右手无法形变为左手。

†在后面的章节将看到，严格定义下的应力并不依赖应变，更不一定在无应变时为零。
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称左柯西–格林应变张量（left Cauchy–Green strain tensor）。当且仅当主拉伸比取值都为 1 时，

U = V = C = B = I。故物体存在的刚体平动或转动都不影响上述应变量度的取值。我们希望

在相同的条件下，应变量度的取值为“零”，故再定义

E (X, t) ≡ 1

2
(C (X, t)− I)

e (X, t) ≡ 1

2

(
I −

(
B (X, t)−1))

分别称格林应变张量（Green strain tensor）和阿尔曼西应变张量（Almansi strain tensor）∗。

这些应变的量度都常用于表示材料的本构关系。

∗注意区分两种不同意义的“逆”的记号：B−1 (X, t) 表示关于自变量 (X, t) 的逆映射，(B (X, t))−1 表示作为函数值的线

性算符的逆变换。
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附录 A 线性代数部分定理的证明

A.1 范的定义的等价

本节将证明有限维向量空间上的不同范的定义是等价的。

引理 A.1. 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间，n = dimV，‖·‖ 是定义在 V 的一个范，

‖·‖E ≡ (a|a)
1
2 ∀a ∈ V 是定义在 V 上的欧几里得范，则总存在正实数 k > 0, K > 0 使得

k ‖x‖E ≤ ‖x‖ ≤ K ‖x‖E , ∀x ∈ V。

证明. 选择 V 的任意一组基 {ei}，任一向量 x ∈ V 可表示成 x =
∑n

i=1 xiei。由范的一般定义

有

‖x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiei

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

|xi| ‖ei‖ （三角不等式，当且仅当x1 = · · · = xn时取等号。）

≤ max {|xi|}
n∑

i=1

‖ei| （非负实数求和的简易性质，当且仅当 |x1| = · · · |xn|时取等号。）

≤

(
n∑

i=1

x2
i

) 1
2 n∑

i=1

‖ei‖ （当且仅当n = 1时取等号。）

= K ‖x‖E

其中 K =
∑n

i=1 ‖ei‖ > 0（基向量 ei 6= 0∀i = 1, · · · , n）。故总存在 K > 0 使得 ‖x‖ ≤

K ‖x‖E ∀x ∈ V。

考虑一般范关于欧几里得范的函数：f : R ⊃ (0,+∞] → R, f (‖x‖E) = ‖x‖ , ∀x ∈ V。则

对任意 x, x0 ∈ V，有 |‖x‖E − ‖x0‖E| ≤ ‖x − x0‖E，故总存在 k′ ≤ 1 使得 |‖x‖E − ‖x0‖E| =

k′ ‖x − x0‖E。前面又证明了，总存在 K ′ > 0 使得 ‖x − x0‖ ≤ K ′ ‖x − x0‖E。故对任意 ϵ > 0，

总可取 δ = ϵk′

K′，使得只要 |‖x‖E − ‖x0‖E| < δ，就有 ‖‖x‖ − ‖x0‖| ≤ ‖x − x0‖ ≤ K ′ ‖x − x0‖E =

K′

k′
|‖x‖E − ‖x0‖E| <

K′δ
k′

= ϵ，即函数 f 是连续函数。
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由函数的极值定理，闭区间上的连续函数必存在最小值。故在闭区间 ‖x‖E ≤ 1范围内，f

必存在最小值，即必存在 0 ≤ a ≤ 1 使得 0 < f (a) ≤ ‖x‖ ∀x ∈ {x|x ∈ V , ‖x‖E ≤ 1}。又因为

对任一 x ∈ V 总有 x̂ ≡ x
∥x∥E

∈ {x|x ∈ V , ‖x‖E ≤ 1}。故总存在 k > 0 使得

k ≤ ‖x̂‖ ≤ K ‖x̂‖E

⇔k ≤ ‖x‖
‖x‖E

≤ K

⇔k ‖x‖E ≤ ‖x‖ ≤ K ‖x‖E

引理 A.2. 如果存在 k > 0, K > 0 使得数域 F上的有限维向量空间 V 上的任意两种范的定义

‖·‖1 , ‖·‖2 满足 k ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ K ‖x‖1 , ∀x ∈ V，则该不等式成立条件定义了两种范的定义之

间的等价关系。

证明. 自反性：显然满足。

对称性：只需令 k′ = 1
K
, K ′ = 1

k
。

传递性：设 ‖·‖1 , ‖·‖2 , ‖·‖3 是 V 上的三种范的定义，正实数 k, k′, K,K ′ 满足 k ‖x‖1 ≤

‖x‖2 ≤ K ‖x‖1 , k′ ‖x‖2 ≤ ‖x‖3 ≤ K ′ ‖x‖2 , ∀x ∈ V，则总可取 0 < k′′ = kk′ ≤ KK ′ = K ′′ 使得

k′′ ‖x‖1 = kk′ ‖x|1 ≤ k′ ‖x‖2 ≤ ‖x‖3 ≤ K ′ ‖x‖2 ≤ KK ′ ‖x‖1 = K ′′ ‖x‖1。

定理 A.1. 有限维向量空间上的任意两种范的定义等价。

证明. 由以上两引理可知有限维向量空间上的任意一种范的定义均与欧几里得范等价。由等价

关系性质本命题成立。

A.2 内积空间中的正交投影

本节是 §2.1.4的补充知识，在不同的命题证明中将会用到。

A.2.1 线性无关子空间的直和

定义 A.1 (向量组的和). 若 S1, · · · , Sk 是向量空间 V 的子集，则所有
∑k

i=1 ai, ai ∈ Si 的集合

S，记作
∑k

i=1 Si，称向量组 S1, · · · , Sk 的和（sum of the subsects）。
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注意，定义A.1中的 S 的元素，是从每个 Si 中抽一个向量 ai 出来再求和的结果。求和

式当然也可以写成加法：
∑k

i=1 Sk = S1 + · · · + Sk。若 W1, · · · ,Wk 是 V 的子空间，则易验

W =
∑k

i=1 Wi 也是 V 的一个子空间，且具体为由 W1, · · · ,Wk 共同线性生成的子空间。我们

还能为一系列子空间定义类似“线性无关”的概念。

定义 A.2 (线性无关子空间). 设 W1, · · · ,Wk 是向量空间 V 的子空间。若

k∑
i=1

ai = 0, ai ∈ Wi ⇔ ai = 0, ∀i = 1, · · · , k

则称 W1, · · · ,Wk 线性无关（linlearly independent）。

沿用上述符号设定，记 W =
∑k

i=1 Wi，则任一向量 a ∈ W 可表示为
∑k

i=1 ai, ai ∈ Wi。

若 {Wi} 是线性无关的，那么 a 的这一表达式就是唯一的。因为若另有 b1, · · · , bk 满足 a =∑k
i=1 bi, bi ∈ Wi，则

a − a = 0 =
k∑

i=1

(ai − bi) ⇒ ai − bi = 0, ∀i = 1, · · · , k

其中用到了 {Wi} 线性无关的定义。换言之，若 {Wi} 线性无关，则 W =
∑k

i=1 中的任一向量

a 都可唯一对应于一个向量组 {ai} , ai ∈ W，并由后者线性表出。但是，从线性无关的子空间

{Wi} 中各取一个向量 ai ∈ Wi 组成的向量组 {ai} 未必线性无关。因此一般地 {ai} 不是 a 的

基。

在有限维向量空间下，以下定理与线性无关子空间的定义之间互为充要条件。

定理 A.2. 设 V 是有限维向量空间，W1, · · · ,Wk 是 V 的子集，且 W =
∑k

i=1 Wi，则以下命

题相互等价：

1. {Wi} 线性无关；

2.

∀j = 2, · · · , k, Wj ∪
j−1∑
i=1

Wi = {0}

3. 若 Bi 是 Wi 的一组有序基，则 B = (B1, · · · , Bk) 是 W 的一组有序基。

证明. 1⇔2：设 a ∈ Wj ∩ (W1 + · · ·+ Wj−1)，则由定义A.1存在 ai ∈ Wi, i = 1, · · · , j − 1 使得

a =
∑j−1

i=1 ai。故有
∑j−1

i=1 ai − a = 0。若命题 1 成立，则
∑j−1

i=1 ai − a = 0 ⇔ ai = a = 0 ⇒ 命题

2 成立。

若命题 2 成立，设 ai ∈ Wi, i = 1, · · · , k 满足
∑k

i=1 ai = 0 且前 j 个 ai 不为零，则有∑j
i=1 ai = 0，即 −aj =

∑j−1
i=1 ai 6= 0，即 aj ∈ W1 + · · · + Wj−1，故 aj ∈ Wj ∩ (W1, · · ·+ Wj−1)，
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与命题 2 矛盾。换言之，因命题 2 成立，则使
∑k

i=1 ai = 0 的任意前 j 个向量 ai 均为零，即

命题 1 成立。

1⇔3：

设命题 1 成立，Bi = (e1i, · · · , enii) 是 Wi 的基，ni = dimWi，i = 1, · · · , k，则对每

一 b ∈ W，都存在 bi ∈ Wi, i = 1, · · · , k 满足 b =
∑k

i=1 bi 且 {b1, · · · , bk} 线性无关。设

bj =
∑ni

i=1 βjieji, j = 1, · · · , k，则 bj = 0 ⇔ βji = 0, ∀i = 1, · · · , ni，故有 b =
∑k

j=1

∑ni

i=1 βjieji =

0 ⇔ βji = 0, ∀i = 1, · · · , ni, j = 1, · · · , k，即 B = B1 ∪ · · · ∪Bk 是 W 的一组基。命题 3 成立。

设命题 3 成立，由定理的大前提依然有 ∀b ∈ W , ∃bi ∈ Wi, i = 1, · · · , k,
∑k

i=1 bi = b。故

b = 0 ⇔ βikj = 0, ∀i = 1, · · · , ni, j = 1, · · · , k ⇔ bj = 0, ∀j = 1, · · · k，即命题 1 成立。

我们把线性无关子空间的和称作直和（direct sum）。记作 W = W1

⊕
· · ·
⊕

Wk。

定义 A.3 (投影算符). 设 V 是一个向量空间，若 V 上的线性算符 E 满足 E2 = E，则称 E 是

V 的一个投影算符（projection operator）。

定理 A.3. 若 V 是一个向量空间，W1, · · · ,Wk 是 V 的子空间且 V =
⊕k

i=1 Wi，则 V 上存在

k 个线性算符 E1, · · · ,Ek 满足：

1. E2
i = Ei, ∀i = 1, · · · , k

2. 若 i 6= j 则 EiEj = 0

3. I = E1 + · · ·+ Ek

4. ranEi = Wi

证明. 命题 1：对每一向量 a ∈ V，存在 ai ∈ Wi, i = 1, · · · , k 满足 a =
∑k

i=1 ai。故对每一

j = 1, · · · , k 均可定义映射 E : V → Wj,Eja = aj。易验 Ej 是线性算符，E2
j = Ej。命题 4 自

动得证。

命题 2：由于 ranEj = Wj，且 {W1, · · · ,Wk}线性无关（由直和的定义），故 Eja = aj = 0 =

Ej

∑
i ̸=j ai =

∑
i ̸=j EjEia ⇔ EjEia = 0, ∀i 6= j，由于 a 可以不为零向量，故 EjEi 6= 0, ∀i 6= j。

命题 3：由 a = Ia =
∑k

i=1 ai =
∑k

i=1 Eia, ∀a ∈ V 可直接得证。

A.2.2 内积空间上的正交投影

定义 A.4 (最好近似). 设 V 是 F上的内积空间并自然定义了欧几里得范，W 是 V 的子空间，

对任一 b ∈ V，如果 a ∈ W 满足

‖b − a‖ ≤ ‖b − c‖ , ∀c ∈ W ,当且仅当 c = a 时取等号

则称 a ∈ W 是 b 在 W 中的最好近似（best approximation）。
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向量 b 在子空间上的最好近似，最直观的理解就是空间向量在平面上的投影向量。找到

这一投影向量的方法是“作垂线”，且该平面上，b 的投影向量总是唯一存在。以下定理是这

些直观认知的严格阐述。

定理 A.4 (最好近似的表示). 设 W 是内积空间 V 的子空间，b 是 V 的任一向量，则

1. 当且仅当 a ∈ W 与 b − a 正交时，a 是 b 在 W 中的最好近似。

2. b 在 W 中总存在唯一一个最好近似。

3. 若 W 是有限维的，{e1, · · · en} 是 W 的一组正交基，则向量

a =
n∑

k=1

(b|ek)
(ek|ek)

ek

是 b 在 W 中的唯一最小近似。

证明. 由极化恒等式，以下关系式总成立

‖b − c‖2 = ‖b − a + a − c‖2 = ‖b − a‖2 + 2Re (b − a|a − c) + ‖a − c‖2

“1”的证明：若 b − a 与 W 的所有向量都正交，且 c ∈ W , c 6= a，则由三角不等式有

‖b − c‖2 = ‖b − a‖2 + ‖a − c‖2 > ‖b − a‖2

因此 b − a 与 W 的所有向量都正交 ⇒ a 是 b 在 W 的最好近似。

若 ‖b − a‖ ≤ ‖b − c‖ , ∀c ∈ W，则由最开始的等式，有

‖b − c‖2 = ‖b − a‖2 = 2Re (b − a|a − c) + ‖a − c‖2 ≥ 0

而实际上，由于 c 是 W 中任意一个向量，所以 a − c 也是 W 中任意一个向量。因此我们实

际证明了，

2Re (b − a|t) + ‖t‖2 ≥ 0, ∀t ∈ W

现不妨取

t = −(b − a|a − c)
‖a − c‖2

(a − c)

则 t 亦须满足

2Re (b − a|t) + ‖t‖2 ≥ 0

⇔2Re
[(

b − a
∣∣∣∣−(b − a|a − c)

‖a − c‖2
(a − c)

)]
+

|(b − a|a − c)|2

‖a − c‖2
≥ 0

⇔− 2
|(b − a|a − c)|

‖a − c‖2
+

|(b − a|a − c)|2

‖a − c‖2
≥ 0

⇔− |(b − a|a − c)|2 ‖a − c‖−2 ≥ 0 ⇔ (b − a|b − c) = 0
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故 ‖b − a‖ ≤ ‖b − c‖ , ∀c ∈ W ⇒ (b − a|a − c) = 0, ∀c ∈ W，注意 a − c 是 W 中的任意向

量。“1”证毕。

“2”的证明：设 a, a′ ∈ W 都是向量 b ∈ V 在 W 中的最好近似，且一般地 b 6= a, b 6= a′，

则由最好近似的定义有 (b − a|a′) = (b − a|a) = 0，故 a′ = a。“2”证毕。

“3”的证明：回顾格拉姆–施密特正交化过程，若 V 中有正交向量组 {e1, · · · , en}，b 与

它们线性无关，则“3”中的表达式，是对线性无关向量组 {e1, · · · , en, b} 进行格拉姆–施密特

正交化，使 b − a 与所有 e1, · · · , en 都正交时所使用的表达式。换言之，若 a 满足命题，则

b − a 与 {e1, · · · , en} 都正交，亦与它们线性生成的子空间（即 W）上的所有向量都正交。由

“1”，a 是 b 在 W 中的最好近似。由“2”，a 是唯一的。“3”证毕。

定义 A.5 (正交补集). 设 V 是一个内积空间，S 是 V 的任一子集，V 中的与 S 中每个向量

都正交的向量的集合记为 S⊥，称 S 的正交补集（orthogonal complement）。

虽然我们定义了正交补集是什么，但仍担心未必总能为任一集合找到其非空的正交补集。

但由于 0 与所有向量都正交，故甚至能说 V 的正交补集是 {0}，反之 {0}⊥ = V。

S⊥ 总是 V 的一个子空间。首先 S⊥ 总是含 0。其次，若 a, b ∈ S⊥，则 ∀c ∈ S，

(a + γb|c) = (a|c) + γ (b|c) = 0, ∀γ ∈ F

其中 F 是 V 所在的数域。

定义 A.6 (正交投影). 设 V 是一个内积空间，b 是 V 中的一个向量，W 是 V 的一个子空

间。若 W 中存在向量 a 是 b 在 W 中的最好近似，则称向量 a 是向量 b 在 W 上的正交投影

（orthogonal projection of b on W）。若 W 的维数是 m ≤ n，{ek}mk=1 是 W 的一组正交基，定

义映射 E : V → W ,

Eb =
m∑
k=1

(b|ek)
(ek|ek)

ek, ∀b ∈ V

则称映射 E 是内积空间 V 到其子空间 W 的正交投影算符（orthogonal projection operator of

V to W）。

定理A.4成立的内积空间 V 未必是有限维的，故基于定理A.4“3”的概念的正交投影映

射，可以是无限维内积空间向其有限维子空间的投影。由定理A.4“3”，这样的投影映射是总

存在的，作为推论如下。

推论 A.4.1. 延用定理A.4的设定，设映射 E′ : V → W ,E′b = b − Eb, ∀b ∈ V 是由 V 到 W ⊥

的正交投影。
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证明. 由定义A.4和定理A.2，Eb 就是向量 b 在 W 中的最好近似，因此 b − Eb 与所有 W 正

交，即 E′b ∈ W ⊥。由于 Eb ∈ W，故 Eb = b − E′b 与 W ⊥ 中的所有向量都正交。由定理A.4

“1”，E′b 是 b 在 W ⊥ 上的最好近似。

我们把正交投影映射写成线性算符的样子，因为它确实是线性算符，作为定理如下。

定理 A.5. 设 V 是内积空间，W 是 V 的一个子空间，E 是由 V 到 W 的正交投影，则 E 是

一个投影算符（或称其为幂等（idempotent）线性算符），W ⊥ 是 E 的零空间，V = W
⊕

W ⊥。

证明. 设 b ∈ V，则有 Eb 是 b 在 W 上的最好近似，E (Eb) = Eb，故 E2 = E。

设 a, b ∈ V , γ ∈ F，其中 F 是 V 所在的数域，则向量 a − Ea 和 b − Eb 分别都与 W 的

所有向量正交，即这两个向量都属于 W ⊥。由于 W ⊥ 必是 V 的子空间，故有

a − Ea + γ (b − Eb) ∈ W ⊥ ⇔ a + γb − E (a + γb) ∈ W ⊥

因此 E 是幂等线性算符。

前文说过，Eb是 W 中唯一使 b−Eb ∈ W ⊥ 的向量，故若 Eb = 0，则 b−Eb = b ∈ W ⊥。

反之，若 b ∈ W ⊥，设 a ∈ W 是使 b − a ∈ W ⊥ 的向量，则有 (a|b) = 0 且 (a|b − a) = 0，故

只可能 a = 0。而事实上 Eb 是 W 中唯一使 b − Eb ∈ W ⊥ 的向量，故 a = Eb = 0。换言之，

W ⊥ 中的向量全是使 Eb = 0 的 b，即 W ⊥ = kerE。

由 Eb 与 b 和 b − Eb 的唯一性，有以下恒等式

b = Eb + b − Eb, ∀b ∈ V

说明总有 V = W +W ⊥。而由前面的证明又知W ∪W ⊥ = {0}，由定理A.2有 V = W
⊕

W ⊥。

由于一个内积空间 V 中的每一向量 b ∈ V 在给定的一个 V 的有限维子空间 W 上的正

交投影是唯一的（定理A.4），故由 V 到 W 的正交投影算符 E（定义A.6）也由所给定的这一

子空间 W 唯一确定。

A.3 内积空间上的线性算符相关证明

A.3.1 伴算算符的唯一存在性

定理 A.6. 设 V 是数域 F 上的有限维内积空间，对 V 上的任一线性算符 T ∈ L (V ) 有且只

有一个伴随算符 T∗ ∈ L (V )。
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证明. 给定任意向量 b ∈ V，均可定义一个线性泛函 f ∈ V ∗, f (a) ≡ (Ta|b) , ∀a ∈ V。由有限

维 Riesz表示定理（2.19），每一个这样的线性泛函都唯一对应一个 b′ ∈ V 满足 f (a) = (a|b′)。

因此，对每一个线性变换 T ∈ L (V )，都可以定义一个映射 T∗ : V → V 来将 V 中的每一个

向量 b 如上所述地对应到 V 中的另一个向量 b′，且这个映射 T∗ 是一个线性算符，因为对任

意 γ ∈ F, b, c ∈ V，

(a|T∗ (γb + c)) = (Ta|γb + c)

= γ (Ta|b) + (Ta|c)

= γ (a|T∗b) + (a|T∗c)

= (a|γT∗b + T∗c) , ∀a ∈ V

⇔ T∗ (γb + c) = γT∗b + T∗c

现证明 T∗ 是唯一的。设另一线性算符 U ∈ L (V ) 满足命题条件即 (Ta|b) = (a|T∗b) =

(a|Ub)，则 0 = (a|T∗b)− (a|Ub) = (a| (T∗ − U) b) , ∀a, b ∈ V ⇔ T∗ = U，故 T∗ 是唯一的。

A.3.2 定理2.32“4”的证明

若向量空间 V 上定义了线性算符 T，则子空间 W 上的向量被 T 作用后可能不再属于

W，于是我们定义以下的特殊情况。

定义 A.7 (子空间在线性算符的作用下不变). 设 T是向量空间 V 上的一个线性算符，W 是 V

的一个子空间。如果 Ta ∈ W , ∀a ∈ W，则称子空间 W 在线性算符 T的作用下不变（invariant

under T）。

显然，任一向一空间 V 在其上的任一线性算符的作用下不变。

定理 A.7 (定理2.32“4”). 给定有限维内积空间 V 上的自伴随线性算符 T，V 中总存在一组

规范正交基是 T 的特征向量。

证明. 数学归纳法。记 n = dimV。设 a1 是 T的一个（非零）特征向量（用到了定理2.32“3”），

则易验单位向量 â1 = a1/ ‖a‖ 与 a1 同属于一个特征空间，故当 n = 1 时命题成立。

假定当维数大于 1 且小于 n 时命题成立，令 W 为由 â1 线性生成的 1 维子空间，则 â1

是 T 的一个特征向量 ⇔ W 在 T 的作用下不变。易验此时 W ⊥ 在 T∗ 的作用下不变。而 W ⊥

是 n− 1 维内积空间。设 U 是 T 限制在 W ⊥ 上的线性算符，易验 U 是 W ⊥ 上的自伴随算符。

由数学归纳法假设，W ⊥ 中必有一组规范正效基 {â2, · · · , an} 是 U 的特征向量，且易验它们
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也都是 T 的特征向量。由定理A.5，V = W
⊕

W ⊥ 且 â1 ∈ W，故有 â1 与 {â2, · · · ân} 都正交，

即 {â1, · · · ân} 是一组规范正交基。

A.4 欧几里得空间相关证明

我们先引入关于子群的共轭子群的概念。

定义 A.8. 设 G 是一个群，对任意 a, b ∈ G，记其群操作为 a ◦ b，单位元为 e，a 的逆元为

a−1。若 G 中存在一个 i ∈ G 使 G 中的两个元素 a, b ∈ G 满足 b = i ◦ a ◦ i−1，则称 b 为 a 的

一个共轭（conjugate）。

给定 i ∈ G，设关系 ∼⊂ G×G满足 b = i◦a◦ i−1, ∀ (a, b) ∈∼，则易证 ∼是一个等价关系。

给定一个 G 的元素 a，由关系 ∼ 可形成一个等价类 JaK∼，称 a 的共轭类（conjugacy class）。

引理 A.3. 设 G 是一个群，对任意 a, b ∈ G，记其群操作为 a ◦ b，单位元为 e，a 的逆元为

a−1。若 V 是 G 的一个子群。给定 i ∈ G，定义映射 Q : V → G,

Q (v) = i ◦ v ◦ i−1, ∀v ∈ V

则集合 V ∗ ≡ ranQ 是 G 的一个子群，且映射 Q 是由 V 到 V ∗ 的同构映射。

该引理的证明是直接的，留作练习。

定义 A.9 (共轭子群). 设 G 是一个群，对任意 a, b ∈ G，记其群操作记为 a ◦ b，单位元为 e，

a 的逆元为 a−1。若 V 是 G 的一个子群。给定 i ∈ G，定义映射 Q : V → G,

Q (v) = i ◦ v ◦ i−1

则称 V ∗ 是 V 的一个共轭子群。

引理 A.4. 设 (E , d)是一个度量空间，若其上的等距群存在一个满足条件 G1至 G6、S1至 S4

和 N1 的子群 V，则这样的子群只有一个。

证明. 设 V ′ 也是满足上述条件的子群，则给定任意两点 X,Y ∈ E，V 中必存在唯一一个等

距变换 u、V ′ 中必存在唯一一个等距变换 u′，分别满足 u = Y −X, u′ = Y −′ X，其中 − 和

−′ 分别是由 V 和 V ′ 的传递性所定义的记号。相应地有 Y = X + u = X +′ u′。

定义由 V 到 V ′ 的映射 f : V → V ′,

X + u = X +′ f (u) , ∀X ∈ E , ∀u ∈ V

更新至 2023-12-04 139



A.4 欧几里得空间相关证明 附录 A 线性代数部分定理的证明

易证 f 是双射且 f (0) = 0，其中 0 是 E 上的恒等变换，故它同时是 V 和 V ′ 的单位元。

f 是由 V 到 V ′ 的同构映射：对任意 u, v ∈ V 和 X0 ∈ V 必存在 X,Y ∈ V 满足

X = X0 + u, Y = X0 + v = X + v − u

若记 u′ = f (u) , v′ = f (v)，则亦有

X = X0 +
′ u′, Y = X +′ u′ − v′

由 V 和 V ′ 上的范的定义方式都来自同一度量 d，故有

‖v − u‖ = ‖v′ − u′‖

特别地，当 u = 0 时，u′ = 0，上式说明 ‖v‖ = ‖v′‖ 对任意 v ∈ V 成立。故

‖v − u‖ = ‖v′ − u′‖

⇒ ‖v − u‖2 = ‖v′ − u′‖2

⇔ ‖u‖2 − 2 (u|v) + ‖v‖2 = ‖u′‖2 − 2 (u′|v′) + ‖v′‖2

⇔ (u|v) = (u′|v′)

即 f 保持内积。由类似引理2.2的证明过程可知 f 是由 V 到 V ′ 的同构线性变换。

由外延公理，如果两个集合 A 和 B 之间存在一个双映射 f 满足 f (x) = x, ∀x ∈ A 则

A = B。对任意 X ∈ E 和 v ∈ V，设 u = X −X0, X0 ∈ E，则

X + v = X0 + u + v

= X0 +
′ f (u + v)

= X0 +
′ f (u) + f (v)

= X0 + u +′ f (v)

= X + f (v)

均成立，故 f (v) = v, ∀v ∈ V，即 V ′ 与 V 作为内积空间是同一的。

定理 (等距变换的表示定理3.2). 设 E 是一个欧几里得空间，V 是其平移空间，选定任一点

X0 ∈ E，则 E 上的任一等距变换 i : E → E , i ∈ V 都可表示为

i (X) = i (X0) + Qi (X −X0)

其中 Qi 是一个正交算符，由 i 唯一确定。

140 更新至 2023-12-04



附录 A 线性代数部分定理的证明 A.4 欧几里得空间相关证明

证明. 由引理A.3、A.4和2.2，给定任一 E 上的等距变换 i，V 的共轭子群都是它自己，且每

个 i 引出的共轭映射 Qiv = i ◦ v ◦ i−1 就是 V 上的自同构映射，故 Q 是 V 上的正交算符。

注意到 i ◦ v = Qiv ◦ i，则对任一 X0 ∈ E，有

i ◦ v (X0) = i (X + 0 + v) , Qiv ◦ i (X0) = i (X0) + Qiv

令 X = X0 + v，则有

i (X) = i (X0) + Qi (X −X0)

Qi 由 i 唯一确定：设另有一正交算符 P : V → V 满足 Pu = i (X + u) − i (X) , ∀u ∈

V , ∀X ∈ E，则 (P − Qi) u = Pu − Qiu = 0, ∀u ∈ V。
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B.1 实空间上的一些拓扑概念

本附录的内容并不新。在高等数学中我们已经学过邻域、去心邻域、内点、外点、边界点、

聚点、孤立点、闭集、开集、连通集、区域、有界区域等概念[9]§7.1，但当时学习的定义仅限于

R2 的情况。

定义 B.1 (开集). 如果对于 Rn 的子集 S 中一个元素 x0 ∈ S，存在正实数 δ > 0 使得只要

‖x − x0‖ < δ 则 x ∈ S，就称x0 在 S 内。所有这样的点 x0 的集合称为集合 S 的内部（interior），

记为 intS。如果 S 的所有元素都在 S 内（S = intS），就称 S 是开集（open set）。一个含有

某元素 x0 的开集 S 又可称为该点 x0 的一个邻域（neighborhood）。

由定义，整个 Rn 是一个开集。Rn 中的开集的交集也是开集。Rn 中的有限个开集的并集

也是开集。空集不含任何元素，故命题“空集是一个开集”虚真（vacuously true）。这些结论

都需要证明但此略。

定义 B.2 (闭集). 如果集合 S ⊂ Rn 中的点 x0 的每个邻域都含有至少一个 S 中的点（可以就

是点 x0 本身），则称点 x0 是S 的闭包中的点，所有这样的点 x0 的集合称 S 的闭包（closure），

记为 clS。如果点 x0 的每个邻域都含有至少一个 S 中的与 x0 不同的点 x，则称 x0 是 S 的一

个极限点（limit point）。S 的所有极限点的集合称 S 的导集（derived set）。如果集合 S 包含

它的所有极限点，则称集合 S 是闭集（closed set）。

闭集有若干个等价定义。由定义B.2，可证——

定理 B.1. 集合 S ∈ Rn 是闭集当且仅当：

1. 集合 S 等于其闭包（S = clS）;

2. 集合 S 相对于 Rn 的补集 Rn \ S 是开集；

3. 集合 S 包含它的所有边界上的点（见定义B.3）（∂S ⊂ S）。

推论 B.1.1. 一个集合是开集当且仅当它不包含其任何边界上的点。
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由定义B.2，整个 Rn 是一个闭集。Rn 中的闭集的交集也是闭集。Rn 中的有限个闭集的

并集也是闭集。命题“空集是一个闭集”虚真。这些结论都需要证明但此略。

定义 B.3 (边界). 如果对于 Rn 的子集 S 中的一个元素 x0 ∈ S 和任意正实数 δ > 0，都存在

至少一个 x ∈ S 满足 ‖x − x‖ = δ（显然 x 6= x0）和至少一个 y /∈ S 满足 ‖y − x‖ = δ，则

称 x0 是在 S 的边界上的点（boundary point）。所有这样的点 x0 的集合称为集合 S 的边界

（boundary），常记为 ∂S。

定义 B.4 (孤立点). 如果对于点 x0 ∈ S ⊂ Rn，存在正实数 δ > 0使得 {x ∈ Rn| ‖x − x0‖ = δ}∩

S = {x0}，则称 x0 是 S 的一个孤立点。

例 B.1. 设 S = (0, 1] ∪ {2}，则 intS = (0, 1)，∂S = {0, 1, 2}，S 的所有极限点是 [0, 1]。2 是

S 的一个孤立点。

B.2 向量函数可微分的必要条件与充分条件

定理 (必要条件之存在性). 定理4.7：设函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 处可微分，即存在

线性变换 L ∈ L (Rn,Rm) 满足

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)− L∆x
‖∆x‖ = 0

则 f 的每个坐标函数在 x0 处的每个偏导数

fi (x)
∂xj

∣∣∣∣
x=x0

, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

都存在。若 {ê1, · · · ên} , {û1, · · · , ûm} 分别是 Rn,Rm 的标准基，则

Lêj =
m∑
i=1

(
∂fi (x)
∂xj

∣∣∣∣
x=x0

)
ûi, j = 1, · · · , n

证明. 由于函数 f (x) 在 x0 处可微分，对任一 j ∈ {1, · · · , n}，令 ∆x = têj, t 6= 0, t ∈ R，则有

f (x0 + têj)− f (x0) = L (têj) + ‖têj‖ z (têj)

其中 z : Rn → Rm 满足 limx→0 z (x) = 0。上式 ⇔

lim
t→0

f (x0 + têj)− f (x0)− tLêj
t

= lim
t→0

tz (têj) = 0

⇔ lim
t→0

f (x0 + têj)− fi (x0)

t
= Lêj

⇔ lim
t→0

n∑
i=1

fi (x0 + têj)− fi (x0)

t
ûj = Lêj

⇔ lim
t→0

n∑
i=1

∂fi (x)
∂xj

∣∣∣∣
x=x0

ûj = Lêj （偏导数的定义4.11。）
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上式对每一 j ∈ {1, · · · , n} 都成立。

定理 (必要条件之唯一性). 定理4.8：设函数 f : Rn ⊃ D → Rm 在点 x0 ∈ D 处可微分，即存在

线性变换 L ∈ L (Rn,Rm) 满足

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)− L∆x
‖∆x‖ = 0

则 L 是唯一的。

证明. 设线性变换 L′ ∈ L (Rn,Rm) 也满足

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)− L′∆x
‖∆x‖ = 0

令 A = L − L′，则

A∆x = f (x +∆x)− f (x)− L∆x − [f (x +∆x)− f (x)− L′ (∆x)]

⇒‖A∆x‖ ≤ ‖f (x +∆x)− f (x)− L∆x‖+ ‖f (x +∆x)− f (x)− L′∆x‖ （三角不等式。）

⇒ lim
∆x→0

‖A∆x‖
‖∆x‖ = 0 （夹逼定理。）

由于 ∆x → 0 的路径不限，不仿考虑固定 ∆x 6= 0，下式亦成立

lim
t→0

‖a (t∆x)|
|t∆x‖ = 0 ⇔ lim

t→0

‖A∆x‖
‖∆x‖ = 0 ⇒ A = 0

定理 (充分条件). 定理4.9：若函数 f : Rn ⊃ D → Rm 的定义域 D 是开集，偏微分 ∂fi
∂xj

, i =

1, · · · , n, j = 1, · · · ,m 在 D 内都连续，则 f 在 D 内均可微分。

证明. 设 x = (b1, · · · , bn)⊺ , x0 = (a1, · · · , an)⊺ ∈ D，令 yk = (b1, · · · , bk, ak+1, · · · , an) , k =

0, · · · , n，则有 y0 = x0, yn = x，且 ‖yk − yk−1‖ = |bk − ak| , k = 1, · · · , n。故有 f (x)− f (x0) =∑n
k=1 (f (yk)− f (yk−1)) , k = 1, · · · , n。考察上式等号右边的求和项：

f (yk)− f (yk−1) =
m∑
j=1

(fj (yk)− fj (yk−1)) êj

其中 {êi} 是 Rn 的标准基。注意到点 yk 与 yk−1 之间的连线是长度为 |bk − ak|、方向与第 k

个坐标轴 êk 平行的有向线段。
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对上式右边的坐标函数应用微分中值定理。由命题条件，坐标函数的偏导数 ∂fi
∂xj
在 D 内

都连续，则坐标函数 fi 本身在 D 内也连续，在 yk 与 yk−1 连线上必存在一点 ck 使得

fi (yk)− fi (yk−1)

bk − ak
=

∂fi
∂xk

∣∣∣∣
xk=ck

代入上一个求和式得：

f (yk)− f (yk−1) =
m∑
j=1

∂fj
∂xk

∣∣∣∣
xk=ck

(bk − ak) êj

= (bk − ak)
∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ck

, k = 1, · · · , n

再代入上一个求和式得：

f (x)− f (x0) =
n∑

k=1

(bk − ak)
∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ck

令线性变换 L : Rn → Rm 满足

(L (x − x0)) =

((
∂f
∂x1

∣∣∣∣
x1=a1

)
, · · · ,

(
∂f
∂x1

∣∣∣∣
xn=an

))
(b1 − a1, · · · , bn − an)

⊺

=
n∑

k=1

(xk − ak)
∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ak

则有

‖f (x)− f (x0)− L (x − x0)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(
∂f
∂xk

)
|xk=ck −

∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ak

)
(xk − ak)

∥∥∥∥∥
≤

n∑
k=1

∥∥∥∥∥ ∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ck

− ∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ak

∥∥∥∥∥ |xk − ak|

≤
n∑

k=1

∥∥∥∥∥ ∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ck

− ∂f
∂xk

∣∣∣∣
xk=ak

∥∥∥∥∥ ‖x − x0‖

由于上述的不等式总成立，则有当 x → x0 时 ck → ak。又由命题条件
∂fi
∂xj
在 D 都连续，即极

限

lim
xj→ak

∂fj
∂xj

=
∂fi
∂xj

∣∣∣∣
xj=ak

, j = 1, · · · , n

都存在，故以下极限等式成立：

lim
x→x0

f (x)− f (x0)− L (x − x0)

‖x − x0‖
= 0

由全微分的定义，命题得证，且线性变换 L 就是函数的全导数。
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B.3 复合函数求导的链式法则

定理. 定理4.11：如果函数 f : Rn ⊇ D → Rm 在 x0 ∈ D 处可微分；函数 g : Rn ⊃ E → Rp 在

f (x0) ∈ E ∩D 处可微分，则复合函数 g ◦ f 在 x0 处可微分，且其导数

dx=x0g ◦ f (x) = dy=f(x0)g (y) dx=x0f (x)

证明. 首先证明 x0 处于复合函数 g ◦ f 的定义域内。由于 f (x0) ∈ domg 且 g 在 f (x0) 处可微

分，故总存在正实数 δ′ 使得只要 ‖f (x)− f (x0)‖ < δ′ 就有 f (x) ∈ domg。又因为 x0 ∈ domf

且 f 在 x0 处可微分，故总存在正实数 δ 使得只要 ‖x − x0‖ < δ 则 x ∈ domf，同时还必存在

δ′ > 0 使得这一 δ 选择下的 x 满足 ‖f (x)− f (x0)‖ < δ′。所以任一满足 ‖x − x0‖ < δ 的 x 均在

复合函数 g ◦ f 的定义域内。

按照全微分和全导数的定义，由于函数 f 和 g 分别在 x0 和 f (x0) 可导，故存在函数 z1、

z2 满足 limx→x0 z1 (x − x0) = 0、limf(x)→f(x0) z2 (f (x)− f (x0)) = 0，且

f (x)− f (x0)− dx=x0f (x) (x − x0) = ‖x − x0‖ z1 (x − x0)

g (f (x))− g (f (x0))− dy=f(x0)g (y) (f (x)− f (x0)) = ‖f (x)− f (x0)‖ z2 (f (x)− f (x0))

把 g (f (x)) 记为 g ◦ f (x)，并把上面的第一条式子代入第二条，得

g ◦ f (x)− g ◦ f (x0)− dy=f(x0)g (y) [dx=x0f (x) (x − x0) + ‖x − x0‖ z1 (x − x0)]

= ‖f (x)− f (x0)‖ z2 (f (x)− f (x0))

⇔g ◦ f (x)− g ◦ f (x0)− dy=f(x0)g (y) dx=x0f (x) (x − x0)

= ‖x − x0‖ dy=f(x0)g (y) z1 (x − x0) + ‖f (x)− f (x0)‖ z2 (f (x)− f (x0))

由三角不等式，又有∗

‖f (x)− f (x0)‖ = ‖dx=x0f (x) (x − x0) + ‖x − x0‖ z1 (x − x0)‖

≤ ‖dx=x0f (x) (x − x0)‖+ ‖x − x0‖ ‖z1 (x − x0)‖

≤ k ‖x − x0‖+ ‖x − x0‖ ‖z1 (x − x0)‖

故

g ◦ f (x)− g ◦ f (x0)− dy=f(x0)g (y) dx=x0f (x) (x − x0)

≤‖x − x0‖ dy=f(x0)g (y) z1 (x − x0) + (k ‖x − x0‖+ ‖x − x0‖ ‖z1 (x − x0)‖) z2 (f (x)− f (x0))

≤‖x − x0‖
{∥∥dy=f(x0)g (y) z1 (x − x0)

∥∥+ (k + ‖z1 (x − x0)‖) z2 (f (x)− f (x0))
}

∗此处用到定理4.3。
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由于函数 f 在 x0 处连续，即极限 limx→x0 f (x) = f (x0)，故上式最后的大括号在 x → x0 时趋

于 0。按照全微分和全导数的定义，命题得证。

B.4 反函数定理和隐函数定理

引理 B.1. 线性变换 L : Vn → Wm 是单射当且仅当存在正实数 p > 0 满足 ‖Lx‖ ≥ p ‖x‖ ∀x ∈

Vn。

证明. 如果 L 不是单射，则存在 x0 6= 0 满足 Lx0 = 0，即有 ‖Lx0‖ = 0 < m ‖x‖。故其逆否命

题成立。

如果 L 是单射，则其存在逆 L−1 满足 L−1L = IV 且 L−1 也是线性变换。由定理4.3，

∃k > 0, ‖L−1y‖ ≤ k ‖y‖ ∀y ∈ Wm。令 p = 1/k 则有 p ‖x‖ = m ‖L−1Lx‖ ≤ pk ‖Lx‖ = ‖Lx‖

引理 B.2. 设 f : Rn → Rm 是可微函数，且在 x0 处连续可微。再假设 f在 x0 处的导数
df(x)
dx

∣∣∣
x=x0

是单射。则存在 δ > 0 和 M > 0 使得只要 ‖x − x0‖ < δ 就有

‖(dx=x0f (x)) y‖ ≥ M ‖y‖ , ∀y ∈ Rn

证明. 记函数 f 的导函数为 L。由引理B.1，存在 p > 0 使得 ‖L (x0) y‖ ≥ p ‖y‖ , ∀y ∈ Rn。同

时，由于 f 在 x0 处连续可微，故对任一正实数——此处选择 p/2 > 0——存在 δ > 0 使得只要

‖x − x0‖ < δ 就有 ‖L (x)− L (x0)‖ ≤ p/2。由线性变换的范的定义，有不等式

‖(L (x)− L (x0)) y‖ ≤ ‖L (x)− L (x0)‖ ‖y‖ ≤ p

2
‖y‖

由三角不等式又有

‖L (x0) y‖ = ‖L (x0) y + L (x) y − L (x) y‖

≤ ‖L (x0) y − L (x) y‖+ ‖L (x) y‖

⇔ ‖L (x0) y‖ − ‖L (x) y − L (x0) y‖ ≤ ‖L (x) y‖

上式不等号左边可代入刚刚确定的结论：‖L (x0) y‖ ≤ p ‖y‖ ,−‖L (x) y − L (x0) y‖ ≥ −p
2
，得

‖L (x) y‖ ≥ ‖L (x0) y‖ − ‖L (x) y − L (x0) y‖

≥ p ‖y‖ − p

2
‖y‖ =

p

2
‖y‖

故存在 M = p/2 > 0 满足命题。

148 更新至 2023-12-04



附录 B 向量函数微积分部分的证明 B.4 反函数定理和隐函数定理

引理 B.3. 设 f : Rn → Rm 是可微函数，且在 x0 处连续可微。再假设 f 在 x0 处的导数

dx=x0f (x)是单射，则存在正实数 δ > 0和M > 0使得只要 ‖x′ − x0‖ < δ 就有 ‖f (x′)− f (x)‖ ≤

M ‖x′ − x‖。

证明. 记函数 f 的导函数为 L。由引理B.1，存在 m > 0 使得 ‖L (x0) y‖ ≥ m ‖y‖ ∀y ∈ Rn。

由于 f 在 x0 处连续可微，故对任一正实数——此处选择 M = m/ (2
√
n) > 0——存在

δ > 0 使得只要 ‖x − x0‖ < δ 就有 ‖L (x)− L (x0)‖ ≤ m/ (2
√
n)。

按照命题叙述，设 x 和 x′ 是 Rn 的任意两向量满足 ‖x′ − x0‖ < δ, ‖x − x0‖ < δ，令

z = x′ − x，则对 0 ≤ t ≤ 1 有

‖x + tz − x0‖ = ‖tx′ + (1− t) x − x0‖

= ‖t (x′ − x) + (1− t) (x − x0)‖

≤ t ‖x′ − x0‖+ (1− t) ‖x − x0‖ < tδ + (1− t) δ = δ

上述推导结论在几何上的意义是，只要点 x′, x 在由 ‖x0‖ < δ 的开集内部，则它们的连线上的

点 x + tz 都在此开集内部，或称“δ-球是凸的”。由于导函数连续是在整个 δ-球内都成立的，

因此对由 0 ≤ t ≤ 1 定义的所有点 x + tz 均有 ‖L (x + tz)− L (x0)‖ < m/ (2
√
n)。又由线性变

换的模的定义有 ‖(L (x + tz)− L (x0)) y‖ ≤ ‖L (x + tz)− L (x0)| ‖y‖ < M ‖y‖ ∀y ∈ Rn。

引入“取坐标函数”，πk (x) = xk, x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, k = 1, · · · , n。易验证 dπk(x)
dx ≡

πk (x)。若定义 gk (t) = πk (f (x + tz)) , 0 ≤ t ≤ 1，则由链式法则可得如下关系

dgk
dt

= πk (L (x + tz) z)

由微分中值定理，存在 tk ∈ [0, 1]使得 gk (1)−gk (0) =
dgk
dtk
。代入 gk、

dgk
dtk
的表达式得 πk (f (x′))−

πk (f (x)) = πk (L (x + tkz) z)。注意到，函数 πk (x) 就是向量 x 在第 k 个基上的投影长度。由

投影长度不大于向量长度（代数意义是使用柯西–施瓦茨不等式），有

‖f (x′)− f (x)‖ ≥ |πk (f (x′)− f (x))|

= |πk (f (x′))− πk (f (x))|

= |πk (L (x + tkz) z)|

另有以下三角不等式成立：

‖(L (x + tkz)− L (x0)) z‖+ ‖L (x0) z‖ ≤ ‖L (x + tkz) z‖
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上式左右取投影也成立，即

|πk ((L (x + tkz)− L (x0)) z)|+ |πk (L (x0) z)| ≤ |πk (L (x + tkz) z)|

以上不等式联合有

‖f (x′)− f (x)‖ ≥ |πk ((L (x + tkz)− L (x0)) z)|+ |πk (L (x0) z)|

由事实 ‖x‖ ≤
√
nmax {|xi|} ≡

√
nmax {πi (x)}（之前在说明范的定义的等价性时证明过该事

实）知，在 k = 1, · · · ,m 中至少有一个 k 满足

√
n |πk (L (x0) z)| ≥ ‖L (x0) z‖

再次利用投影不大于原长，有

|πk ((L (x + tkz)− L (x0)) z)| ≤ ‖(L (x + tkz)− L (x0)) z‖

再次联合这些不等式有

‖f (x′)− f (x)‖ ≥ 1√
n
‖L (x0) z‖ − ‖(L (x + tkz)− L (x0)) z‖

≥ 2M ‖z‖ −M ‖z‖ = M ‖x′ − x‖

有了上面三个引理，我们可正式给出反函数定理的证明。

定理 B.2 (反函数定理). 设 f : Rn → Rn 是连续可微函数，记函数 f 的导函数为 L (x) ≡

dx=x0f (x)。若 L (x0) 是单射，则总存在 x0 的一个邻域 N 使得 f 在 N 上有连续可导的逆函数

f−1；f 的像的集合 f (N) 也是开集；对 N 内任意一点 x 都有

dy=f(x)f−1 (y) = L−1 (x)

其中 y = f (x)。

证明. 我们先列出引理B.2和B.3的结论。由于 f 在 x0 处连续可微，且 L (x0) 是单射，故：

• 由引理B.2，对 x0 的任一邻域 N = {x| ‖x − x0‖ < δ}（δ > 0 为任一正实数），都能找到

正实数 M (y) > 0 满足 ‖L (x) y‖ ≥ M ‖y‖ ∀y ∈ Rn。进一步地，再由引理B.1可知导函数

L (x) 在 N 上的每个值都是单射线性变换。再由于 L (x) 在 N 上都是单射线性变换且其

定义域和陪域维数相同，故 L (x) 在 N 上的每个值都是双射（同构）线性变换。
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• 由引理B.3，对 N 内部任一 x′，总能找到正实数 M ′ (x′) > 0 满足 ‖f (x′)− f (x)‖ ≥

M ′ ‖x′ − x‖。

我们令 M ′ = M，这相当于联系了 y 和 x′。

我们证明的任务包括：

I 函数 f 存在逆函数 f−1；

II 开集 N 经 f 的像集 f (N) 也是开集；

III ∀x ∈ N,L−1 (x) 是 f−1 的导数；

IV f−1 连续可微。

I的证明：由引理B.3的结论，若 x′ 6= x 则 f (x) 6= f (x′)，即 f 是单射，故必存在逆 f−1。I证

毕。

II的证明：首先我们确认一些比较直接的接论：

• 由于 N 是开集，故对任一 x1 ∈ N，总能找到足够小的 δ1 使得 B = {x| ‖x − x1‖ ≤ δ1}

在 N 的内部。注意这里的 B 是一个闭集。

• 由于函数 f 存在逆函数 f−1，故 x ∈ N ⇔ N 3 x = f−1 (f (x)) f−1 (y) ∀y ∈ f (N) =

{y|y = f (x) , x ∈ N}。即给定任一 y1 ∈ f (N) 有且只有一个 x1 ∈ N 满足 f (x1) = y1。

要证明 f (N) 是开集，就是要证明，对任一 y1 ∈ f (N)，总能找到足够小的 M̃ > 0 使得开

集 C =
{

y| ‖y − y1‖ < M̃
}
在 f (N) 的内部。

如何由已知条件来找到这个 M̃ 呢？由于 N 是开集，我们通过 x1 = f−1 (y1) ∈ N，可以找

到使得闭集 B = {x| ‖x − x1‖ ≤ δ1} 在 N 的内部的一个正实数 δ1。

如果 M̃ 存在，则对任一 y ∈ C，我们可以从 B 中找到一个 x′ 使得 y′ = f (x′) 到 y ∈ C

的距离最短，并由引理B.3，总能找到足够小的正实数 M ′ 使得

‖f (x′)− y1‖ = ‖f (x′)− f (x1)‖ ≥ M ′ ‖x′ − x1‖ = M ′δ1

接下来我们将证明：

i 如果 M̃ = M ′δ/2，那么上述的 x′ 在 B 的内部（即不在 B 的边界上）；

ii 这一 y′ 就是 y。

上面两条若得证，则给定任一 y1 ∈ f (N)，总有正实数 M̃（且具体地 M̃ = M ′δ1/2）使得开集

C =
{

y| ‖y − y1‖ < M̃
}
在 f (N) 的内部。II也就得证了。

i的证明：反证法。设 x′ 在 B 的边界上，即 ‖x′ − x1‖ = δ1，则由引理B.3，总能找足够小

的正实数 M ′ 使得

‖f (x′)− y1‖ = ‖f (x′)− f (x1)‖ ≥ M ′ ‖x′ − x1‖ = M ′δ1
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那么，由三角不等式，对任一 y ∈ C（即总有 ‖y − y1‖ < M ′δ1/2），

‖f (x′)− y‖ ≥ ‖f (x′)− y1‖ − ‖y − y1‖

> M ′δ1 − ‖y − y1‖

> M ′δ1 −
M ′δ1
2

=
M ′δ1
2

> ‖y − y2‖

= ‖f (x1)− y‖

但这与“y′ 到 y 的距离最短”相矛盾，故 x′ 在 B 的内部。

ii的证明：设到 y 的距离平方函数

g (x) = ‖f (x)− y‖2 = (f (x)− y) · (f (x)− y)

则 x′ 应使得该函数的一阶导数等于零，即 dg(x)
dx

∣∣∣
x=x′

= 0（零变换）。由零变换性质和链式法则，

对任一 z ∈ Rn，

0 =
dg (x)
dx

∣∣∣∣
x=x′

z = 2 (f (x′)− y) · (L (x′) z)

由于 L (x) 在 N 上的每个值都是双射（同构）线性变换，故有且只有一个向量 z ∈ Rn 满足

L (x′) z = f (x′)− y。故上式 ⇔

0 = 2 (f (x′)− y) · (f (x′)− y) ⇔ f (x′)− y = 0

即，只要 x′ ∈ N 是使 y′ = f (x′) 到任一 y ∈ f (N) 的距离最短的点，则 f (x′) = y′ = y。ii证毕。

II证毕。

III的证明：按照导数的定义，相当于要证明对任一 x ∈ N，极限

lim
f(x′)→f(x)

x′ − x − L−1 (x) (f (x′)− f (x))
‖f (x′)− f (x)‖ = 0

令未求极限前的比增量为 s，即

s = x′ − x − L−1 (x) (f (x′)− f (x))
‖f (x′)− f (x)‖

由于 L (x) 在 x ∈ N 内都有定义，故极限

lim
x′→x

f (x′)− f (x)− L (x) (x′ − x)
‖x′ − x‖ = 0

令

r =
f (x′)− f (x)− L (x) (x′ − x)

‖x′ − x‖
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则 limx′→x r = 0。对 x′ ∈ N, x′ 6= x，s 可由 r 表示为

s = − ‖x′ − x‖
‖f (x′)− f (x)‖L−1 (x) r

由引理B.3，存在足够小正实数 M 使得 ‖f (x′)− f (x)‖ ≥ M ‖x′ − x‖，故有

0 ≥ − ‖x′ − x‖
‖f (x′)− f (x)‖ ≥ − 1

M

即 − ∥x′−x∥
∥f(x′)−f(x)∥ 是有界的。

又由定理4.3的推论，线性变换都是连续函数，故由复合函数的连续性，极限

lim
x′→x

L−1 (x) r = L−1 (x) lim
x′→x

r = 0

由于一个有界函数与一个有极限的函数的积的极限等于那个有极限的函数的极限∗，故

limx′→x s = 0。又由于当 x′ → x时 f (x′) → f (x)，由 s的形式有 limx′→x s = 0 ⇔ limf(x′)→f(x) s = 0。

III证毕。

IV的证明：要证 f−1 的导函数连续，即对任一 x1 ∈ N, y1 = f (x1) 有

lim
y→y1

df−1 (y)
dy

∣∣∣∣
y=y

=
df−1 (y)

dy

∣∣∣∣
y=y1

由III的证明我们已经有

df−1 (y)
dy

∣∣∣∣
y=y

= L−1 (x) , y = f (x) , ∀x ∈ N

故只需证

lim
x→x1

L−1 (x) = L−1 (x1)

由引理B.3，总存在足够小正实数 M 满足 ‖L (x) y‖ ≥ M ‖y‖ ∀y ∈ Rn，故令 z = L (x) y，

则 ‖z‖ ≥ M ‖L−1 (x) z‖。

由于 f是连续可微函数，设 x1 ∈ N，对任一 ϵ′ > 0，总存在 δ > 0，使得只要 ‖x − x1‖ < δ

就有 ‖L (x)− L (x1)‖ < ϵ′。具体的，设由 δ 定义的 x1 的邻域 N1 = {x| ‖x − x1‖} < δ 在 N 的

内部，则对任一 x ∈ N1，以下不等式成立∥∥(L−1 (x)− L−1 (x1)
)

z
∥∥ =

∥∥L−1 (x) (L (x)− L (x1))L−1 (x1) z
∥∥

≤ 1

M

∥∥(L (x)− L (x1))L−1 (x1) z
∥∥

≤ 1

M
‖L (x)− L (x1)‖

∥∥L−1 (x1) z
∥∥

≤ 1

M2
‖L (x)− L (x1)‖ ‖z‖

∗这个基本定理可由极限的 δ − ϵ 语言证明，很多地方有，此略。
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由线性变换的范的定义（最大下界），上述不等式 ⇔

∥∥L−1 (x)− L−1 (x1)
∥∥ ≤ 1

M2
‖L (x)− L (x1)‖ ≤ ϵ′

M2

令 ϵ = ϵ′

M2，我们就有对于任一 x1 ∈ N 和任一 ϵ > 0，总有 δ > 0 使得只要 ‖x − x1‖ <

δ 就有 ‖L−1 (x)− L−1 (x1)‖ < ϵ。具体地，这个 δ 总存在是由于 M 总存在。这相当于说

limx→x1 L−1 (x) = L−1 (x1)，IV证毕。
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欧几里得空间中的一个点，在任一成立的坐标系下，可唯一对应于一个有序实数三元组，

即这一点的坐标。在任一直角坐标系下，一个点的坐标就是它所对应的位置向量在相应的规范

正交基下的坐标。点的坐标在不同直角坐标系之间的变换，只需要向量的坐标变换法则（§2.3）。

但是我们还可以在同一个欧几里得空间中建立各种曲线坐标系。在任一曲线坐标系下，空间中

任何一点仍然唯一对应于一个有序实数三元组作为其曲线坐标。此时直角坐标系只是一个特

殊的曲线坐标系。一个点在曲线坐标系之间的坐标变换一般法则，仅按 §2.3的内容是不够的。

向量函数的定义域和值域都是向量的集合。如果这些向量都用于表示欧几里得空间中的

物理过程（即它们是物理量），那么它们都必然与欧几里得空间中的点（位置）相联系。当我

们的讨论不仅限于向量空间的数学讨论，而是关于在欧几里得空间中发生的物理过程的讨论

时，作为向量函数的物理量在不同曲线坐标系下的取值和关系式也将面临不同曲线坐标系下

的坐标变换问题。线性变换作为一种特殊的向量函数也不例外。而且不同的物理量的曲线坐

标变换法则，还依赖这些物理量的定义，需要逐一讨论。流变学中常见的物理量在柱坐标和球

坐标下的坐标变换公式，可以查表解决。

我们在大一的数学课中已经学过二维的极坐标，三维的柱坐标、球坐标。这里就不再重复

这些知识了，直接介绍一般的情况。读者可以以 3 维欧几里得空间上的柱坐标或球坐标为例

来辅助理解。另外，本节重复用到 §2.3的结论，就不每次都明显地引用了。
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